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CieĐom tejto práce je dynamická analýza hriadeĐu podávacieho čerpadla QHD-200. 
V úvode práce uvádzame základné rovnice používané všeobecne v dynamike a možné 
metódy ich riešenia. Ćalej sa sústrećujeme na špecifiká dynamiky rotorov a na 
jednoduchom Lavalovom modeli si ukážeme ich matematickú interpretáciu. Na základe 
zadaného zaťaženia vo forme akcelerogramu vytvárame spektrum odozvy pomocou 
rôznych postupov (metód) a porovnávame ich nároky na strojový čas. V ćalšej časti sa 
venujeme príprave troch konečnoprvkových modelov rôznej úrovne. Robíme modálnu 
analýzu, zisťujeme vlastné tvary a hodnoty vlastných frekvencií. Následne jednotlivé 
modely podrobíme prechodovej analýze, a to zaťažením pomocou akcelerogramu. 
Vyhodnotíme posuvy vo vybraných miestach modelu. Nakoniec určíme či dôjde 
k vymedzeniu vôle medzi obežným kolom a statorom. Vyhodnotíme sily pôsobiace na 
ložiská. 
 
KĐúčové slová: dynamika rotorov, seizmicita, spektrum odozvy, modálna analýza, 




The main goal of this thesis is dynamic analysis of shaft of booster pump QHD-200. In 
the beginning we offer basic equations generally used in dynamics and 
common/possible methods for their solution. Then we focus on specific problems 
connected with rotor dynamics and using simple Laval rotor we show their 
mathematical interpretation. Based on given load as accelerogram we create response 
spectrum in different ways (using different methods) and compare their CPU time 
demand. In the next part we make three finite element models of different physical 
level. We perform modal analysis and comparison of eigen frequencies, mode shapes. 
In following chapter transient analysis was performed on all models. As load we use 
accelerogram. We evaluate translations in particular positions of model. After that, we 
decide whether or not gap between impeller and stator case will be erased. Finally we 
make assessment of force acting upon bearings. 
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1. ÚVOD 
Seizmické posúdenie budov, zariadení a ćalších typov konštrukcií patrí 
v dnešnej dobe medzi dôležitú časť analýz, ktoré sa vykonávajú. Ide o jednu 
z najkomplexnejších analýz. Je to z dôvoduĽ že seizmické posúdenie zahŕňa tri odborne 
oddelené oblasti.  
Najskôr treba zhodnotiť geologické územie, kde sa nachádza daný objekt 
posudzovania. Túto časť vykonávajú geológovia. Je to kombinácia deterministického 
a pravdepodobnostného prístupu, ako aj experimentu, ktorý predstavuje dlhodobé 
merania seizmickej aktivity v záujmovom území. CieĐom je určiť mieru rizika pri 
seizmickej udalostiĽ čiže pravdepodobnosť jej výskytu a silu, od ktorej sa odvíjajú 
škody. Samozrejme jej výstupy slúžia ako vstupy pre ćalšie analýzy.  
Väčšina zariadení je súčasťou stavebných konštrukciíĽ ktoré spadajú do 
samostatného odboruĽ ktorý má iné nároky na určenie bezpečnosti a riadi sa vlastnými 
normami. Ich výstupom je rozhodnutieĽ či daná konštrukcia odolá zemetraseniu, ktorého 
vlastnosti určili seizmológovia. Ak nieĽ musia navrhnúť také nápravné opatreniaĽ aby 
táto požiadavka bola splnená. Ćalej musia určiť zaťaženie v jednotlivých miestach 
konštrukcieĽ kde budú upevnené dôležité zariadeniaĽ ako napríklad nádržeĽ čerpadláĽ 
kompresory, ventilátory a iné. 
 Seizmickou analýzou týchto zariadení chceme zistiťĽ či sú natoĐko odolné, aby 
ich zemetrasenie nezničilo. Dokonca sa môže požadovaťĽ aby boli schopné pracovať aj 
počas seizmickej udalosti. Dôležité je určiť namáhanie kotvenia do stavebnej 
konštrukcieĽ niekedy sa môže posudzovať nízkocyklová únava zariadenia.  
Táto práca sa venuje najmä tretej zo spomínaných oblastí seizmického 
posudzovaniaĽ čo vyplýva zo zamerania strojníckej fakulty. 
  DIPLOMOVÁ PRÁCA 
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2. PROBLÉMOVÁ SITUÁCIA 
Z ekonomických alebo bezpečnostných dôvodov sa môže vyžadovať posúdenie 
určitého zariadenia na seizmickú udalosť. Pri jadrových elektrárňach to vyžaduje 
dokonca aj zákonĽ vzhĐadom na toĽ že pri ich poškodení môže prísť k rozsiahlym 
škodám na majetku a zdraví obyvateĐstva.  
Čerpadlo QHD-200, Obr. 2.1, je odstredivé čerpadlo na zvýšenie tlaku 
(podávacie)Ľ zvyčajne je zaradené pred napájacím čerpadlom. Akým spôsobom je 
posúdené, závisí od predpisu, ktorým sa riadime. Ak by čerpadlo pracovalo v jadrovej 
elektrárni na území SRĽ museli by sme sa riadiť normami [15] a [17]. Tieto dokumenty 
rozdeĐujú komponenty elektrárne do seizmických kategórií 1a, 1b, 2a, 2b. Pričom pre 
kategóriu 2b sa vyžadujeĽ len aby komponent nebol v interakcii so zariadením s vyššou 
seizmickou kategóriou. Čerpadlá obvykle spadajú do kategórie 1aĽ teda si musia 
zachovať funkčnosť a integritu počas a po seizmickej udalosti.  
2.1. Formulácia problému 
Z uvedených dôvodov sa vykoná seizmické posúdenie čerpadla. Treba však 
poznamenaťĽ že pre úplné posúdenie nemáme dostatok podkladov. Tie najdôležitejšie 
sú: umiestnenie čerpadla v zmysle geologickej oblasti, umiestnenie a orientácia 
na stavebnej konštrukciiĽ prevádzkové režimyĽ zaťaženie od napojeného potrubného 
systémuĽ hydrodynamické zaťaženie, limitné hodnoty síl pre použité kotvenie. 
Naša práca obsahuje modálnu analýzu sústavy obežné koleso - hriadeĐ bez 
rotácie a s rotáciou. Ćalej prechodovú analýzu s budením v podobe akcelerogramu, 
ktorej výsledkom je rozhodnutieĽ či došlo k vymedzeniu vôle medzi kolesom 
a statorom. Výpočty sú urobené na modeloch rôznej úrovne a výsledky porovnané. 
Ćalej je vyhodnotené spektrum odozvy pre zadaný akcelerogram, ktoré je možné 
použiť pri posudzovaní kotvenia a interakcie s potrubím.  
Pre overenie vlastných frekvencií a tvarov by mohla byť použitá experimentálna 
modálna analýza. Meranie orbitu hriadeĐa by bolo možné pomocou špeciálnych 
snímačovĽ používaných napríklad v turbínach. Samozrejme treba brať do úvahy 
priestorové nároky snímačov. Čerpadlo by sa umiestnilo na vibračnú stolicu a podrobilo 
zaťaženiu definovanému akcelerogramom. Čerpadlá seizmickej kategórie 1a musia byť 
podrobené vibračnej skúškeĽ ktorej podmienky sú definované v dokumente [18].  
  DIPLOMOVÁ PRÁCA 
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2.2. Systém podstatných veličín 
Táto kapitola sa zaoberá základným popisom problémuĽ čo všetko treba mať na 
zreteli. Pri vypracovaní sme sa opierali o literatúru [1].   
Okolie čerpadla. Z návodu na obsluhu a montáž [20] sú známe tieto možnosti 
usporiadania. Hnacie ústrojenstvo môže byť elektromotor alebo turbína. Pohon býva na 
priamo alebo pomocou prevodovky. K pohonu môže byť taktiež pripojené napájacie 
čerpadlo. Posúdenie týchto ćalších komponentov nie je súčasťou tejto práce. 
Zariadenie typu čerpadla nemá zmysel uvažovať bez interakcie s okolímĽ vždy je 
pripojené k potrubnému systému. To znamenáĽ že jeho odolnosť závisí aj od odolnosti 
potrubnej trasy. Tejto problematike sa práca nevenuje, a preto predpokladajmeĽ že 
odolnosť potrubia je splnená a navyše nezaťažuje pripojovacie hrdlá nad povolené 
hodnoty. Prax však ukazujeĽ že práve spojenie čerpadla s potrubným systémom môže 
byť kritické a toto zaťaženie je často dôležitejšie ako vlastné kmitanie čerpadla. Okrem 
samotného zaťaženia od potrubiaĽ pôsobia na čerpadlo hydrodynamické sily od 
prúdiacej kvapaliny.  
Do základovej dosky sa kotví pomocou štyroch skrutiek, ktoré sú upevnené 
pomocou zálievky do kotviacich otvorov. [20] 
Konštrukcia čerpadla. Čerpadlo má jedno odstredivé kolesoĽ uložené na 
hriadeli v strede medzi ložiskami. HriadeĐ môže byť utesnený mechanickou upchávkou 
alebo upchávkovou šnúrou. Na strane pohonu je jeden pár radiálnych guĐkových ložísk, 
na opačnej strane je jeden pár ložísk s kosouhlým stykom. Vstupné a výstupné hrdlá sú 
vždy orientované rovnakým smerom, a to kolmo na os hriadeĐaĽ vić. Obr. 2.1.  
Budenie pri seizmickej udalosti. Počas zemetrasenia je čerpadlo budené 
prostredníctvom základu. Ako vstupnú veličinu uvažujeme akcelerogramĽ počiatočná 
rýchlosť a posuv sú nulové. Obvykle sa pri dynamických analýzach považujú aj 
konečné hodnoty rýchlosti a posuvov za nulové (kmitanie okolo rovnovážnej polohy). 
To však nemusí platiť pre zemetrasenieĽ keć príde k trvalým posuvom celej geologickej 
oblasti. 
Dynamické vlastnosti čerpadla. Z hĐadiska dynamického správania čerpadla sú 
podstatné tieto vlastnosti. Hustota materiálu hriadeĐaĽ ktorá ovplyvňuje maticu 
hmotnostiĽ jeho modul pružnostiĽ ktorý sa prejaví v matici tuhosti. Tlmenie v ložiskách 
neuvažujemeĽ môžeme však povedaťĽ že toto tlmenie zmenšuje výchylku a teda sme na 
bezpečnejšej strane. Vnútorné tlmenie hriadeĐa môže mať značný vplyv na stabilitu. 
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Jeho hodnotu opäť nepoznáme, preto je predpísaná bežne používaná hodnota 
pomerného útlmu 1%. Dynamické vlastnosti obežného kolesa ako hmotnosť a hlavné 
momenty zotrvačnosti určil experimentálne Prof. Ing. Eduard Malenovský, DrSc. 
z Ústavu mechaniky tělesĽ mechatroniky a biomechaniky. 
Výstupné veličiny. Z modálnej analýzy získame vlastné frekvencie hriadeĐu 
a Campbellov diagram, ktorý je opísaný v kap. 7.2. Z prechodovej analýzy získame tvar 
orbitu stredu hriadeĐa a jeho výchylku pri seizmickom budení. Spracovaním 
akcelerogramu získame spektrum odozvy, Fourierovo spektrum a graf tripartity 
spektrálnych veličín.  
 
 
Obr. 2.1. Čerpadlo QHD-200 od Sigma Lutín. [20] 
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3. PREHďAD POZNATKOV 
Oblasť dynamiky deformovateĐných telies (ćalej už len dynamika) je síce už 
pomerne stará a prebádaná oblasťĽ no aj napriek tomu sa stále rozvíja. Netýka sa to už 
fundamentálnych poznatkov, ktoré nám priniesol diferenciálny a variačný početĽ ale ide 
skôr o rôzne prístupy k riešeniu úloh dynamiky. Samozrejme to súvisí s rozvojom 
počítačovĽ ktoré umožňujú aplikovať rôzne postupy na diferenciálne rovnice, ktoré daný 
problém popisujú. Z výpočtových spomenieme napríklad metódu konečných prvkov 
(MKP), potom sú to rôzne experimentálne metódy, experimentálna modálna analýza 
a mnoho ćalších.  
V súčasnosti je zrejmé sústredenie na nelineárne úlohy. Napríklad sa uvažuje 
zmena tuhosti sústavy so šíriacou sa trhlinouĽ vplyv ložísk a tesnení na celkové 
správanie sústavy. Uvažujú sa tiež odchýlky od teoretického tvaru rotora a samozrejme 
náhodný charakter či už geometrieĽ zaťaženiaĽ atć. Týmto problémom sa 
venujú nasledujúce články. 
 
A new efficient procedure to solve the nonlinear dynamics of a cracked rotor. 
Nová efektívna metóda pre riešenie nelineárnej dynamickej úlohy rotora s trhlinou. 
http://link.springer.com/article/10.1007/s11071-012-0569-x 
Abstrakt 
 Dynamická analýza rotora s otvárajúcou sa trhlinou vedie na formuláciu 
nelineárneho časovo závislého problému. Na jednoduchom modeli Jeffcottovho rotora 
bola snaha o riešenie problému pomocou metód numerickej integrácieĽ ktoré sú časovo 
veĐmi náročné. Ako prvé zjednodušenie môžeme predpokladaťĽ že tuhosť rotoru je 
funkcia závislá na časeĽ ktorú získame z kvázi - statického (kvázistatického) priehybu 
hriadeĐa. V tejto práci navrhujeme nový prístup k analýze nelineárnych úloh dynamiky 
podobného druhu ako rotor s trhlinou, a to použitím iteračného postupuĽ ktorý krok po 
kroku transformuje plne nelineárny problém na časovo závislý a lineárny. Na rôznych 
príkladoch ukážemeĽ že táto technika dáva takmer rovnaké výsledky ako klasické 
metódy časovej integrácieĽ ale oveĐa efektívnejšie a dosahuje značnú úsporu 
výpočtového času. Výpočty používajúce navrhnutú metódu sú viac ako stokrát 
rýchlejšie ako obdobná integrácia plne nelineárneho problému a sú užitočné pri použití 
on-line meraní pre identifikáciu trhlín. Taktiež táto analýza ukazujeĽ že ak je vertikálna 
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amplitúda krúživého pohybu hriadeĐa väčšia ako jeho statické prehnutieĽ použitie 
zjednodušujúcich metód založených na kvázi – statickej matici tuhosti nie je korektné. 
  
 
Nonlinear dynamics of flexible rotor system supported on fixed-tilting pad 
combination journal Bering. 
Nelineárna dynamika pružného rotorového systému na podporách zabraňujúcim 
natočeniu v kombinácii s klznými ložiskami. 
http://link.springer.com/article/10.1007/s11771-011-0738-y 
Abstrakt 
 Vychádzame z Reynoldsovej rovnice a z Reynoldsových okrajových 
podmienok. Reynoldsovu rovnicu popisujúcu mazanie v ložisku sme riešili pomocou 
Castellianovej metódy. Takto sme stanovili nelineárny priebeh sily od olejového filmu 
na jednoklinovom klznom ložisku. VzhĐadom na uloženie na klzných ložiskách, 
nelineárny priebeh sily od olejového filmu je získaný pomocou techniky vyhĐadávania, 
interpolácie a skladania. Pre symetrický Jeffcottov rotor podoprený v klzných ložiskáchĽ 
nelineárny pohyb stredu rotoru je počítaný pomocou autoadaptívnej Runge-Kuttovej 
metódy a Poincarého mapovaním pri rôznych otáčkach. Numerické výsledky ukazujúĽ 
že výkon systému je o niečo lepšíĽ ak koeficient čapu je od 0.5 do 0.6 a ćalej odhaĐujú 
nelineárny fenomén periodického pohybu, fenomén zdvojenia periódy, kvázi – 
periodického pohybu a ćalšie.  
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4.  TEORETICKÝ ÚVOD 
4.1. Dynamická analýza sústavy s jedným stupňom voĐnosti 
Na sústave s jedným stupňom voĐnosti (ćalej len SDOF) sa dajú ukázať niektoré 
základné vlastnosti rovníc a ich riešeníĽ ktoré ju popisujú. V nasledujúcich kapitolách 
predpokladámeĽ že sústava sa správa lineárne, a teda umožňuje využiť niektoré 
matematické obraty, ako napríklad princíp superpozície. Princíp superpozície znamená, 
že ak poznáme rôzne zložky zaťaženiaĽ rovnicu riešime pre každú zložku zvlášťĽ 
a potom riešenia sčítame.  
4.1.1. Prístupy k riešeniu pohybu sústavy s SDOF 
Na riešenie úloh z mechaniky môžeme použiť rôzne prístupy. Zvolili sme 
prístup postavený na rovniciach rovnováhy, reprezentovaný druhým Newtonovým 
zákonom a variačný prístupĽ ktorého vyjadrením v oblasti dynamiky je Hamiltonov 
princíp.  
Jedno zo znení druhého Newtonovho zákona: „Zrýchlenie a telesa je priamo 
úmerné pôsobiacej sile F a nepriamo úmerné jeho hmotnosti m“. Konštanta úmernosti k 
závisí od použitých jednotiek. Silu a zrýchlenie treba chápať ako vektorové veličiny 
a uvažovať ich veĐkosť tak aj smer. [4] 
 
        ( 4.1) 
 
 Hamiltonov princíp predpokladá, že uvažovaná sústava je charakterizovaná 
dvomi energiami, kinetickou energiou Ek a potenciálnou Ep. Ćalej sa uvažujeĽ že sila F 
je konzervatívnaĽ to znamenáĽ že súčet Ek a Ep je konštantný (platí zákon zachovania 
mechanickej energie) a je možné ju vyjadriť ako gradient potenciálnej energie. 
Zavedieme Lagrangeovu funkciu, ako rozdiel kinetickej a potenciálnej energie. 
 
         ( 4.2) 
 
Treba si uvedomiťĽ že energie a teda aj Lagrangeova funkcia sú závislé na časeĽ 
pre kontinuum aj na polohe. Po zavedení zovšeobecnených súradníc q a   môžeme 
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vyjadriť L(q,q  ). Potom Hamiltonov princíp hovoríĽ že zo všetkých možných 
integračných ciest L(q,q  ) sa bude realizovať táĽ ktorá udelí integrálu I, rovnica 
(4.3), extremálnu hodnotu. To znamená, že variácia integrálu ɷI je rovná nule. Následne 
integrál I variujeme podĐa ɷqi, (4.4). Aby bolo splnené ɷI = 0Ľ musí platiť rovnica (4.5), 
pretože okrem hraničných bodov t1 a t2 platíĽ že variácia je rôzna od nuly ɷq1≠0. 
 
   ∫               ( 4.3) 
   
     ∫               ( 4.4) 
   
 
        (     )    ( 4.5) 
 
V dynamike diferenciálnu rovnicu (4.5) nazývame Lagrangeova pohybová 
rovnica, v zmysle variačného počtu hovoríme o Eulerovej rovnici. 
Ak na sústavu pôsobia nekonzervatívne silyĽ napríklad trenieĽ musíme použiť 
všeobecnú formuláciu Hamiltonovho princípu, rovnica (4.6). Kde výraz Fɷr 
reprezentuje virtuálnu prácu ɷW od síl F. Virtuálnu prácu ɷW môžeme vyjadriť 
pomocou zobecnených súradníc a síl, ɷW=Q1.q1 + Q2.q2+ Q3.q3. Potom po dosadení do 
rovnice (4.6) a variovaní podĐa ɷqi (i=1, 2, 3) získame rovnicu (4.7). Opäť musí platiťĽ 
aby výraz v zátvorke bol rovný nule, rovnica (4.8). [5] 
 









          ቆ       ቇ      
i=1, 2, 3 
( 4.8) 
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4.1.2. VoĐné kmitanie sústavy s SDOF 
Použitie predchádzajúcich prístupov si ukážeme na voĐnom kmitaní sústavy 
s jedným stupňom voĐnosti. Na Obr. 4.1 máme schému takejto sústavy, ktorá je 
vychýlená z rovnovážnej polohy, a teda jej počiatočné podmienky sú x(0) ≠ 0, x (0) = 0.   
 
 
Obr. 4.1. Sústava s SDOF. 
 
Teraz si zostavíme rovnice na základe oboch prístupovĽ aby sme videliĽ že 
dostaneme rovnaké výsledky. Na Obr. 4.2 sú zakreslené sily pôsobiace na teleso 
o hmotnosti m. Pohybová rovnica je získaná z rovnice rovnováhy v osi x, kde na rozdiel 
od statiky je na pravej strane nenulové zrýchlenie.  
 
 
Obr. 4.2. Sily pôsobiace na kmitajúce teleso 
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Taktiež si môžeme všimnúťĽ že sign(Fk)=-sign(x(t)) a sign(Fb)=-sign(x (t)). 
Predpokladajme lineárne správanie pružiny a proporcionálny tlmičĽ čiže |Fk|=k.|x(t)| a 
|Fb|=b.|x  (t)|, [4]. Po uvážení predchádzajúceho a dosadení do rovnice (4.9) dostaneme 
vzťah (4.10). 
 








    ̈             ( 4.11) 
 
Použitie Lagrangeových rovníc druhého druhu. Za zovšeobecnenú súradnicu q 
bola vybraná súradnica x. Potenciálna energia je uložená v natiahnutej (stlačenej) 
pružineĽ rovnica (4.12). Kinetickú energiu hmotného bodu vyjadruje rovnica (4.13). 
Množstvo disipovanej energie v proporcionálnom tlmiči vyjadruje rovnica (4.14). Ak sa 
použije rovnica (4.8), potom disipatívne sily od tlmenia vystupujú na pravej strane, 
vzťah (4.15). Po zderivovaní a úprave získame vzťah (4.16)Ľ ktorý je totožný s rovnicou 
(4.11). 
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            ( 4.18) 
 
Následne sa diferenciálna rovnica upraví na tvar (4.17)Ľ kde člen b/m nahradíme 
výrazom 2ɷ a k/m výrazom ω2, (4.18). Potom riešenie nájdeme pomocou 
charakteristickej rovnice (4.19), ktorej korene Ȝ1 a Ȝ2 sa vyskytnú v riešení (4.20). 
 





                               √      ( 4.20) 
 
Ak predpokladámeĽ že ɷ ≠ 0, potom podĐa hodnoty ɷ a ω môžu nastať tri 
situácie. Ak ɷ>ω, vtedy sú Ȝ1,2 dve reálne čísla a riešenie nadobudne tvar (4.21)Ľ čo je 
súčet dvoch exponenciál. Ak ɷ=ω, získame jeden reálny dvojnásobný koreň ȜĽ riešenie 
má tvar (4.22). Z pohĐadu dynamiky je najzaujímavejší prípadĽ keć ɷ<ω, Ȝ1,2 sú dva 
komplexne združené korene a funkcia x(t) má tvar (4.23). V [11] sa uvádzaĽ že ak 
poznáme dve riešenia LODR2, tak aj ich sčítaním resp. odčítaním alebo vynásobením 
konštantou (môže byť imaginárna) získame opäť riešenie príslušnej diferenciálnej 
rovnice. Týmto spôsobom je možné získať z komplexného riešenia (4.23) reálne 
riešenie (4.24).  
 












          ቀ     √            √      ቁ ( 4.24) 
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4.1.3. Budenie sústavy s SDOF cez základ 
Pri seizmickej udalosti dochádza k vynútenému kmitaniu dynamických sústav, 
ktoré sú budené od základu. Tu sa ponúka otázka ako kvalitatívne a kvantitatívne 
posúdiť zemetrasenie, akú veličinu merať a analyzovať pri zemetrasení. Používajú sa 
najmä záznamy rýchlosti na čase (velocigramy) a zrýchlenia na čase (akcelerogramy)Ľ 
ktoré sa ćalej analyzujú a spracúvajú do rôznych foriem. Preto sa táto podkapitola 
venuje sústave s SDOFĽ ktorá je harmonicky budená cez základ. Toto riešenie neskôr 
použijeme pri výpočte spektra odozvy (kap. 5.6).  
 Na Obr. 4.3 je budená sústava. Úlohu možno riešiť v globálnom súradnicovom 
systéme GSS, ktorý zostáva nehybný počas celej seizmickej udalosti alebo v relatívnom 
súradnicovom systéme RSS, ktorý sa pohybuje spolu so základom. My sme si vybrali 
prvú variantu, teda GSS. Pohyb základu (index z) je určený funkciou zrýchlenia   x  z(t) 
(4.25)Ľ čo si môžeme predstaviť ako i-ty člen fourierovej rady. To znamená, ak sa 
vyrieši úloha pre jeden člen fourierovej radyĽ môžeme ju vyriešiť pre každý člen 
samostatne a potom výsledné riešenie získame ako súčet jednotlivých riešení. Je to tzv. 
princíp superpozícieĽ ktorý je možné využiť práve pri LODRn. Preto ani v tomto 
prípade neuvažujeme podmienku   x z(0) = 0, pretože by to znamenaloĽ že Bi = 0 
a cosínový člen by nám vypadol. 
 
   ̈                      ( 4.25) 
 
 
Obr. 4.3. Sústava budená základom. 
 
Ak poznáme funkciu zrýchlenia základu na čase  z(t), integráciou môžeme získať 
funkciu rýchlosti x  z(t) (4.26) a posuvu xz(t) (4.27). Samozrejme treba uvažovať 
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integračné konštanty. Ich hodnota sa určí takĽ aby boli splnené počiatočné podmienky 
x (0)=0, x(0)=0. Tieto podmienky vyjadrujú faktĽ že pred začiatkom zemetrasenia je 
základ v pokoji.  
 




                                        ( 4.27) 
  
Teraz je možné zostaviť pohybovú rovnicu telesa (4.28). Pohyb základu nepôsobí 
priamo na telesoĽ ale prostredníctvom pružiny a tlmiča. Preto členy popisujúce pohyb 
základu prevedieme na pravú stranu a po ćalších úpravách získame rovnicu (4.29). 
Dosadením vzťahov pre rýchlosť a posuvy základu a upravením dostaneme rovnicu 
(4.30). Homogénne riešenie získame postupom uvedeným v predchádzajúcej 
podkapitole. Partikulárne riešenie je možné počítať po jednotlivých členoch a čiastočné 
výsledky sčítať. Výhodne sa dá použiť metóda neurčitých koeficientov. [11]  
 




  ̈                      ( 4.29) 
 
 
  ̈                        ቆ               ቇ        ቆ              ቇ        ( 4.30) 
 
Partikulárne riešenie. Pri metóde neurčitých koeficientovĽ predpokladáme 
riešenie v podobnom tvare ako je tvar pravej strany. Pre zjednodušenie si označme 
výraz v zátvorke stojaci pri cos v rovnici (4.30) ako pi a výraz stojaci pri sin ako qi. Celý 
postup je do určitej miery prácnyĽ preto sú tu uvedené len výsledky.  
 
 
                                     ( 4.31) 
 
  DIPLOMOVÁ PRÁCA 
 24 
 
kde                                                                                                     
 
 
Celkové riešenie je dané súčtom homogénneho a partikulárneho, rovnice ( 4.24) 
a ( 4.31). Konštanty C1 a C2 sa určia tak, aby boli splnené počiatočné podmienky 
x (0)=0, x(0)=0. 
          ቀ     √            √      ቁ                                   ( 4.32) 
 
4.2. Torzné kmitanie hriadeĐov  
V predchádzajúcej podkapitole sme sa zaoberali kmitaním hmotného bodu, na 
ktorom sme si ukázali niektoré dôležité vlastnosti tohto druhu pohybu a spôsob akým ho 
popisujeme. V tejto časti sa zaoberáme kmitaním telies z pohĐadu mechaniky kontinua.  
V technickej praxi je teleso typu nosník veĐmi častéĽ a preto je dôležité, aby sme 
poznali jeho vlastné kruhové frekvencie. Je zrejméĽ že práve vlastné tvary a frekvencie 
ohybového resp. torzného kmitania sa uplatnia pri rotorových sústavách. [2] 
Pri odvodení rovníc torzného kmitania predpokladáme konštantný kruhový 
prierez s polárnym momentom JP. Pri časovej zmene krútiaceho momentu môže začať 
nosník kmitať. Na Obr. 4.4 je nosník s jedným koncom votknutým a druhým voĐnýmĽ 
pričom torzne kmitá okolo osi x.  
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Obr. 4.4. Torzné kmitanie hriadeĐa. 
 
Dva konce elementu vzdialené od seba o dx sú voči sebe natočené o pomerný 
uhol skrútenia q.dx. Porovnaním uhlov pootočenia z Obr. 4.4 dostaneme vzťah pre q. 
[2] 
          
 
Rovnaké pomerné skrútenie by vyvolal krútiaci moment Mt. Závislosť medzi q 
a Mt vyjadruje vzťah (4.33)Ľ kde G je modul pružnosti v šmyku. Potom je možné 
vyjadriť prírastok momentu jMt/jx, (4.34). 
 
 





                         ( 4.34) 
 
Ak nosník torzne kmitáĽ podĐa D´Alambertovho princípu pôsobí ešte zotrvačný 
momentĽ ktorý je vyjadrený vzťahom (4.35). [2] 
 
            ( 4.35) 
 
Ak uvažujeme vonkajšie tlmenie úmerné rýchlosti zmeny uhlu φ s konštantou 
úmernosti χ, (4.36)Ľ môžeme zostaviť momentovú rovnicu rovnováhy elementu dx, 
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(4.37), z ktorej po úprave dostaneme (4.38). Zaťaženie predpokladáme krútiacim 
momentom Mv(x,t). [2] 
         ( 4.36) 
 
 
                                                   ( 4.37) 
 
 
                                   ( 4.38) 
 
Pre kruhový prierez platí, Jm = ρJP. Vylúčením člena vyjadrujúceho tlmenie 
a položením budiaceho momentu Mv = 0, dostaneme rovnicu vlastného torzného 
kmitania nosníka bez tlmenia, (4.39). Je to parciálna diferenciálna rovnica druhého 
rádu. Ide v podstate o vlnovú rovnicuĽ kde rýchlosť šírenia torznej vlny a vyjadruje 
vzťah (4.40). [2] 
 




   √   ( 4.40) 
 
 Riešenie rovnice (4.39) je bežne popísané v literatúre. Na hriadeĐoch je takmer 
vždy nasadená súčiastka (ozubené kolesoĽ obežné kolesoĽ ....). Riešenie takýchto úloh je 
značne komplikovanéĽ preto ho neuvádzame. 
4.3. Ohybové kmitanie nosníkov 
Vo väčšine literatúry sa diferenciálna rovnica pre ohybové kmitanie nosníkov 
uvádza vo veĐmi zjednodušenom tvareĽ kde sa zanedbá vplyv niektorých fyzikálnych 
dejov ako tlmenieĽ rotačná zotrvačnosť elementu a iné, pričom ich zanedbanie sa 
nekomentuje. Na tomto mieste je uvedená parciálna diferenciálna rovnica, ktorá berie 
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do úvahy aj tieto, často, opomínané členy. Pri konkrétnej úlohe sa potom anulujú menej 
významné členyĽ ktoré popisujú daný jav a rovnica sa zjednoduší. [2] 
Tu uvedená rovnica zahŕňa vnútorné a vonkajšie tlmenieĽ rotačnú zotrvačnosť 
elementu, posúvajúcu silu. Nosník má konštantný  prierez a je zaťažený spojitým 
bremenom. 
Nech nosník, Obr. 4.5Ľ je zaťažený líniovou silou qv(x, t) pôsobiacou v zvislom 
smere, líniovým momentom mv(x, t). Hustota nosníka je ρ, prierez na súradnici x je S(x), 
kvadratický moment k osi y (kolmo na rovinu papiera) je Jy(x) a moment zotrvačnosti 
k osi y je Jm(x)Ľ pričom platí Jm(x) = Jy(x)ρ. Vonkajšie tlmenie predpokladáme 
proporcionálneĽ teda úmerné rýchlosti elementuĽ konštanta úmernosti je χ. Teraz 
môžeme napísať pohybové rovnice pre jednotlivé smery (osi). Rovnováhu síl 
pôsobiacich na element v zvislom smere vyjadruje rovnica a po úprave získame (4.41). 
Z pohybových rovníc môžeme zostaviť ešte momentovúĽ ktorá je vztiahnutá k pravej 
strane elementu a jej úpravou dostaneme (4.42). Člen obsahujúci dx2 je možné z rovnice 
vylúčiťĽ pretože je voči ostatným členom zanedbateĐný.  
 
 
Obr. 4.5. Zaťaženie elementu dx nosníka. 
 












                         ( 4.42) 
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Vplyv posúvajúcej sily. V literatúre [2] predpokladajúĽ že natočenie strednice je 
spôsobené tak momentom, ako aj posúvajúcou silou Q. Natočenie od posúvajúcej sily 
vyjadruje vzťah (4.43), kde k´ je koeficient závislý od prierezu nosníka. 
 




          ( 4.43) 
 
Vnútorné tlmenie sa zahŕňa do diferenciálnej rovnice priehybovej čiary nosníka 
(4.44), kde nám druhý člen predstavuje ohybový moment spôsobený vnútorným 
odporom materiálu. Pre zjednodušenie ho predpokladáme priamo úmerný rýchlosti 
zmeny uhlu ȕ a koeficientu μ.  
 
        ቆ             ቇ ( 4.44) 
 
Uvedené vzťahy sa upravujú takĽ aby sme vylúčili neznáme Q, M, ȕ, Ȗ a tak 
jedinou neznámou je y(x,t), ktorá nám vyjadruje, aký tvar nadobudne strednica v čase t. 
Ćalej sa predpokladá konštantný prierez S(x) = const. Úpravy sú značne komplikované 
a zdĺhavéĽ preto uvedieme už len výslednú rovnicuĽ (4.45). 
Ide o parciálnu diferenciálnu rovnicu piateho rádu. Táto rovnica je značne 
komplikovaná a rieši sa vždy s určitým obmedzenímĽ keć sa z nej vylúčia určité členy. 
Ak by sa riešilo vlastné kmitanieĽ tak potom mv = qv = 0Ľ bez uvažovania vnútorného a 
vonkajšieho tlmenia χ = ȝ = 0, vplyv rotačnej zotrvačnosti sa zanedbá, ak Jm = 0. Treba 
si uvedomiťĽ že rovnica (4.45) bola odvodená pre konštantný prierez nosníka. Ćalej sa 
vôbec neuvažuje vplyv šmykového napätia u neprizmatických prútov. Pri rotujúcich 
hriadeĐoch už nemôžeme uvažovať kmitanie v jednej rovineĽ treba zahrnúť vplyv 
odstredivej sily a gyroskopických momentov. [2] To všetko by znamenalo ćalšie 
skomplikovanie diferenciálnej rovnice a jej nepoužiteĐnosť pri riešení praktických úloh.  
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                                            ቆ                    ቇ                                                                                                                                  
( 4.45) 
 
4.4. Krúživé kmitanie hriadeĐov 
DoposiaĐ sme uvažovali kmitanie nosníka v jednej rovine. Predstavme si 
situáciuĽ keć nosník – hriadeĐ je upevnený v ložiskáchĽ ktorých spojnica tvorí jednu os 
rotácieĽ okolo ktorej koná priehybová čiara nosníka precesný pohybĽ ω1. HriadeĐ navyše 
rotuje okolo strednice, teda uhlová rýchlosť elementu má smer dotyčnice ku strednici, 
ω2. Teda hriadeĐ koná zložený pohybĽ kde ω1 definuje unášavý pohyb a ω2 relatívny 
pohyb.  
Treba si uvedomiť, v ktorom súradnom systéme sú definované ω1, ω2. Uhlová 
rýchlosť ω1 platí pre globálny súradný systémĽ zatiaĐ čo ω2 pre súradný systém, ktorý 
rotuje unášavou ω1. Pri súbežnej precesii musí platiť ω2 = 0. Treba upozorniťĽ že 
vzťahy pre gyroskopické momenty sú odvodené pre súradný systémĽ ktorý sa pohybuje 
spolu s ťažiskom telesa, ale nerotuje. Preto aj v prípade keć ω2 = 0Ľ treba do zaťaženia 
zahrnúť gyroskopický moment. [2]  
Predstavme si hriadeĐ uchytený v naklápacích ložiskách ako na Obr. 4.6. Nech 
rotuje okolo spojnice uhlovou rýchlosťou ω. Neuvažujme žiadne ćalšie vonkajšie 
zaťaženieĽ q = 0. Potom diferenciálnu rovnicu krúživého kmitania dostaneme, ak pri 
uvažovaní o rovnováhe síl a momentov elementu dx na súradnici x nahradíme zotrvačnú 
silu a moment odstredivou silou dFc, (4.46), a momentom dMc, (4.42). [2] 
 
  DIPLOMOVÁ PRÁCA 
 30 
 
Obr. 4.6. UvoĐnený prvok pri krúživom kmitaní. 
 




                ( 4.47) 
 
Moment zotrvačnosti J1 k osi kolmej na strednicu vyjadruje vzorec, kde S je 
prierez hriadeĐaĽ ρ jeho hustota a R polomer. Dosadením do (4.47) získame (4.48). 
 




                   ( 4.48) 
 
Potom pre rovnováhu v smere y (rotujúci súradný systém) dostaneme po úprave 
rovnicu (4.49) a pre rovnováhu momentov rovnicu (4.50).  
 





            ( 4.49) 
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                       ( 4.50) 
 
Ak sa neuvažuje vplyv posúvajúcej sily a tlmenia (k´ = 0, ȝ = 0), potom platia 
doplnkové rovnice podobne ako v predchádzajúcej kapitoleĽ vzťah medzi natočením ȕ 
a posuvom yĽ diferenciálna rovnica priehybovej čiary. 
 





           
 
Ak zavedieme predpokladĽ že prierez S = const, úpravou rovníc rovnováhy 
a vylúčením neznámych Q, M, ȕ získame diferenciálnu rovnicu krúživého kmitania 
hriadeĐa pre konštantný prierez (4.51). Je to obyčajná diferenciálna rovnica 4. rádu. 
Treba pripomenúťĽ že y treba brať ako výchylku hriadeĐaĽ ktorá sa otáča okolo spojnice 
ložískĽ preto nám tu nevystupuje čas ako nezávislá premenná. Štyri integračné konštanty 
sa určia z počiatočných podmienok, (4.52). 
 
 





                                          ( 4.52) 
 
PodĐa [2] predpokladajme reálne riešenie v tvare  
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Aby boli splnené okrajové podmienky (4.52), koeficient a musí byť rovný nule 
a teda cosínové členy vypadnú. Riešenie teda má tvar  
 
            
 
Splnenie podmienky y(l) = 0 vyžadujeĽ aby platilo rl = nπ, n = 1, 2, ... Z tejto 
rovnosti sa dá odvodiť vzťah pre ωk , (4.53), dosadením riešenia y0 sin(nπx/l) do (4.54). 
 





   √        √            ( 4.53) 
 
PokiaĐ neuvažujeme moment Mc, teda R→0, vzťah pre ωk sa zjednoduší na 
(4.54).  
 
    √         ( 4.54) 
 
V technickej praxi sa častejšie stretávame s hriadeĐmiĽ na ktorých sú nasadené 
ćalšie rotujúce telesá ako obežné kolesá čerpadielĽ remeniceĽ olopatkované diskyĽ 
ozubené kolesá a iné. Riešenie takýchto typov úlohĽ keć uvažujeme hmotný hriadeĐ 
s osamotenou hmotou (kotúčom) je značne komplikované. Preto si v nasledujúcej 
kapitole ukážeme požitie Lavalovho modelu rotorovej sústavyĽ keć hmotu hriadeĐa 
neuvažujeme.  
4.5. Lavalov rotor 
V tejto kapitole ukážeme niektoré špecifikáĽ ktoré sa týkajú dynamiky rotorov. 
Pri rotačnom pohybe vplyvom nevyváženosti vznikajú odstredivé silyĽ ktoré deformujú 
otáčajúci sa rotor. Z pohĐadu dynamiky treba rozlišovať rotory na ohybovo tuhé 
a pružné. [7] 
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V tuhých rotoroch vzniká vplyvom nepresností vo výrobe rotačne nesymetrické 
rozloženie hmoty. To má za následok vznik rotujúcich reakcií v ložiskách. Odstredivé 
sily, a tým aj reakcie v ložiskách sa odstrániaĽ lepšie povedané minimalizujúĽ pridaním 
vyvažovacích hmotností v dvoch vyvažovacích rovinách. Hovoríme o tzv. vyvažovaní 
tuhých rotorov. [7] 
U pružných rotorov sa samozrejme tiež vyskytuje nevývaha spôsobená vo 
výrobe. Navyše sa pružný rotor pri rotácii prehneĽ čo vedie k zmene veĐkosti odstredivej 
sily. Pružné rotory majú kritické otáčkyĽ pri ktorých výrazne rastie priehyb hriadeĐa 
i nad dovolené hranice. [7] 
Dokonale tuhý rotor neexistuje, je to len matematický model. Preto je dôležité 
poznať kritériumĽ ktoré rozhodne či na rotor môžeme nazerať ako na tuhý alebo pružný. 
Jedným z takýchto kritérií môže byť pomer medzi potenciálnou energiou ukladanou do 
ložísk a potenciálnou energiou pružne deformovaného hriadeĐa. Ak je potenciálna 
energia v ložiskách EPL väčšia ako 80% potenciálnej energie celého systému ( ložiská + 
hriadeĐ )Ľ je možné rotor považovať za tuhýĽ vzťah (4.55). [13] 
 
                  ( 4.55) 
 
Nasledujúci text sa venuje riešeniu určitých prípadov kmitania pružných rotorovĽ 
a to na modeli Lavalovom. 
4.5.1. Lavalov rotor v pružných ložiskách bez tlmenia a gyroskopických 
momentov 
Predstavme si rotor jednoducho podopretý v ložiskách, Obr. 4.7. Uprostred 
hriadeĐa s kruhovým prierezom konštantným po dĺžke je umiestnený diskĽ ktorý môže 
predstavovať obežné koleso v našom čerpadle. HriadeĐ považujeme za nehmotný, 
s ohybovou tuhosťou koĽ hmotnosť a momenty zotrvačnosti prislúchajú disku. Disk má 
určitú nevývahuĽ vyjadrenú pomocou excentricity єĽ čo je vzdialenosť medzi ťažiskom 
T a uchytením na hriadeĐ H. Ložiská majú rozdielnu tuhosť v smere osi x a y, a pre 
obidve ložiská sú totožné.  
Tento model rotoru uvažuje len translačné pohyby diskuĽ natáčanie okolo osi x 
a y nezahrňuje. Potom riešime len pohyb disku v smere osi x a y, a teda úloha má dva 
stupne voĐnosti. Napíšme si pohybové rovnice disku k bodu T, rovnice (4.56). [7] 




   ̈           ̈           ̈                        ( 4.56) 
 
 
Obr. 4.7. Lavalov rotor. 
 
V rovniciach rovnováhy vystupujú tuhosti kx a ky, ktoré závisia tak od tuhosti 




                                  ( 4.57) 
 
VzhĐadom na toĽ že excentricita є je výrazne menšia ako polomer zotrvačnosti rj 
disku a vonkajší krútiaci moment MV uvažujeme nulovýĽ predpokladá sa konštantná 
uhlová rýchlosť hriadeĐaĽ teda φ  = const a    =0.  
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Závislosť medzi súradnicami ťažiska a napojením hriadeĐa vyjadrujú vzťahy 
(4.58). Ich zderivovaním podĐa času, (4.59), dosadením do rovníc (4.60) získame 
sústavu dvoch nezávislých diferenciálnych rovníc, (4.61). Kećže   =0, potom sa nám 
druhé derivácie zjednodušia (členy s   vypadnú). 
 
 










  ̈                   ̈                 ( 4.60) 
 
Konštanty kx/m a ky/m nahradíme výrazmi Ωx2 a Ωy2. Korene charakteristickej 
rovnice pre pohyb v osi x sú Ȝx1,2 = ±iΩx a pre os y Ȝy1,2 = ±iΩy. Obdobným postupom 
ako v podkapitole 4.1.2 získame riešenie homogénnej rovnice, ktoré v reálnej oblasti 
predstavuje rovnica (4.61). Konštanty Cx1, Cx2, Cy1, Cy2 sa určia z počiatočných 
podmienok. V skutočných rotorových sústavách je prítomné tlmenie a vlastné vibrácie 
postupne zaniknú. [7] Preto nás zaujíma najmä partikulárne riešenie. ViemeĽ že φ  = 
const =ω, po integrácii získame φ= ωt + β. NakoĐko nás zaujíma ustálený vynútený 
pohyb rotora od nevyváženostiĽ homogénne riešenie zanedbáme a dostaneme 
partikulárne riešenie v upravenom tvare (4.62). 
 
 





                                ( 4.62) 
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kde hodnoty amplitúd vyjadrujú vzťahy (4.63), ich absolútne hodnoty sú 
vykreslené v závislosti na ω na Obr. 4.8, kde sme zvolili hodnoty ɸ=1, Ωx =10 a Ωy=15. 
Z Obr. 4.8 aj zo vzťahov (4.63) je zrejméĽ že pre ω →∞ {Ax, Ay}→ε.  
 
 
                          ( 4.63) 
 
 
Obr. 4.8. Amplitúdofrekvenčná charakteristika. 
 
Teraz sa zaoberajme rôznymi prevádzkovými otáčkami nášho lavalovho rotora. 
Postupne zvyšujeme otáčky a prechádzať cez Ωx a Ωy. Pre lepšie preskúmanie 
a pochopenie javov, ktoré sa vyskytnú, prenesieme tento problém do Gaussovej roviny. 
Os y predstavuje imaginárnu os Im a os x reálnu os v Gaussovej rovine. Potom môžeme 
označiť polohu bodu H ako komplexnú veličinu rH = xH + i.yH. Ak za súradnice bodu H 
dosadíme vzťahy (4.62) a aplikujeme Eulerove vzorce (4.64) získame komplexné 
vyjadrenie pomocou exponenciál, (4.65). Prvý člen vyjadruje v gaussovej rovine 
kružnicu s polomerom RS, (4.66), pričom zmysel otáčania je totožný so zmyslom otáčok 
hriadeĐa. Druhý člen je vyjadrenie kružnice s polomerom RP a opačným zmyslom 
rotácie. Superpozíciou týchto kružníc vznikne pohyb bodu H po elipse. Hovoríme o tzv. 
súbežnej a protibežnej precesii. O tom, ktorý z týchto pohybov prevládne, rozhoduje 
práve veĐkosť koeficientov (polomerov) RS a RP. [7] 
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                   ( 4.65) 
kde  
 
             (           ) (      )(      )               (       ) (      )(      ) ( 4.66) 
 
Za predpokladuĽ že horizontálne uloženie (os x) je poddajnejšie ako vertikálne 
(os y), potom Ωx < Ωy. Z hĐadiska otáčok môžu nastať tieto situácie:  
1) 0 < ω < Ωx. Z (8.9) vyplynie Ax >Ay a zo vzťahov (8.12) RS > RP. To 
znamenáĽ že hriadeĐ koná okrem vlastnej rotácie aj súbežný precesný 
pohyb. 
2) ω → Ωx. Nastávajú kritické otáčky a bez prítomnosti tlmenia Ax → ∞.  
3) Ωx < ω < Ω*. Opäť platí Ax >Ay, ale RS < RP a teda nastáva protibežný 
pohyb po elipse. 
4) ω = Ω*. Ω*= √           . RS = 0 a nastane protibežný pohyb po 
kružnici. 
5) Ω* < ω < Ωy. Protibežný pohyb po elipse. 
6) ω → Ωy. Nastávajú kritické otáčky a bez prítomnosti tlmenia Ay → ∞. 
7) Ωy < ω. Súbežný pohyb po elipse 
8) ω → ∞. RS → ɸ, RP → 0, rH → ɸ. 
 
Vráťme sa k parametrickému vyjadreniu polohy bodu H(xH(t),yH(t)) na čase t. 
Ak do vzťahov (4.58) dosadíme riešenie (4.62), získame vyjadrenie polohy ťažiska T, 
(4.67). Sledujme polohu priamok vyjadrených bodmi (O,H) a (O,T), ktorých smernica 
je vyjadrená vzťahmi (4.68). Pre názornosť uvažujme Ωy = Ωx = Ω, potom zlomky pred 
tan(ωt+ȕ) sa rovnajú jednej. Čiže smernice oboch priamok sú rovnaké. Ak by tuhosti 
v smere x a y boli rôzneĽ priamky by boli voči sebe pootočené o určitýĽ ale s časom 
konštantný uhol. O vzájomnej polohe bodov rozhodujú amplitúdy ich pohybov, ktoré 
ovplyvňuje veĐkosť ω. Táto závislosť je prezentovaná na Obr. 4.9. V prípade ω < Ω, je 
výchylka ťažiska väčšia ako výchylka bodu H. Naopak pre ω > Ω sa ťažisko pohybuje 
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bližšie okolo bodu O ako bod H. Zo vzťahov (4.63) a (4.67) je zrejméĽ že pre ω → ∞ sa 
bod T stotožňuje s bodom O a bod H rotuje okolo ťažiska s polomerom ɸ. HovorímeĽ že 
sústava sa centruje, alebo tiežĽ že sa kotúč samovyvažuje. [7] 
 
 





                                  (      )  (      )           ( 4.68) 
 
 
Obr. 4.9. Trajektória bodov T a H za predpokladu Ωy = Ωx = Ω. 
4.5.2. Vplyv vnútorného a vonkajšieho tlmenia 
V predchádzajúcej kapitole sme si ukázaliĽ že pri kritických otáčkach hriadeĐa sú 
jeho výchylky bez uvažovania tlmenia nekonečne veĐké. Ale už pri zanedbaní 
homogénneho riešenia sme ticho predpokladaliĽ že kvôli tlmeniu nás toto riešenie 
nemusí zaujímať. Do matematického modelu rotoru nám tlmenie vstupuje dvoma 
základnými spôsobmi. Tlmenie sústavyĽ ktoré vzniká pohybom kotúča a hriadeĐa 
v určitom prostredí (médiu)Ľ nazývame vonkajšie tlmenie. Toto je podstatné najmä pre 
také zariadenia ako sú čerpadlá. Konštrukčné a materiálové tlmenie vznikajúce pri 
deformácii hriadeĐa vystupuje ako vnútorné tlmenie. Ich schematické znázornenie si 
môžeme predstaviť ako na Obr. 4.10, bout je pre vonkajšie a bin pre vnútorné tlmenie. [7] 
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Obr. 4.10. Tlmenie v rotorových sústavách. 
4.5.3. Vplyv vonkajšieho tlmenia 
Majme na rotorovú sústavu pripojený tlmič s tlmením bout, ako na Obr. 4.10, 
ktorý rovnako pôsobí v smere x aj y. Podobne, nech sú tuhosti ložísk v smere x aj y 
totožné. Potom môžeme ako v predchádzajúcej kapitole zostaviť pohybové rovnice pre 
jednotlivé smery a ich prenesením do gaussovej roviny získame rovnicu (4.69).  
 
   ̈                            ( 4.69) 
 
Kde sa zavedie substitúcia k/m = Ω2 a bout/m = 2bp. Zanedbajme homogénne 
riešenie a partikulárne predpokladajme v tvare (4.70). Po zderivovaní a dosadení do 
rovnice (4.69) získame vzťah (4.71) pre veĐkosť koeficientu CH. Ten je možné prepísať 
do súčinu reálnej a imaginárnej častiĽ (4.72).  
 









      √                    ( 4.72) 
 
kde sme použili substitúciu  
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 veĐkosť fázového posuvu je podĐa [7]  
 
                   
 
Amplitúda kmitania hriadeĐa (4.72) je komplexná veličina a výchylka rH nemá 
rovnaký smer ako excentricita. Uhol medzi rH a excentricitou závisí od hodnoty tlmenia 
a pomeru uhlovej rýchlosti ku vlastnej kruhovej frekvencii η. Priebeh fázového uhla φ 
v závislosti na η je na Obr. 4.11. [7] 
 
 
Obr. 4.11. Hodnota fázového uhlu φ v závislosti od hodnoty η, bp≠0. 
 
4.5.4. Vplyv vnútorného tlmenia 
Pri rotácii hriadeĐa dochádza zároveň k jeho kmitaniuĽ čiže koná zložený pohyb. 
Vnútorné tlmenie nie je závislé od absolútnych rýchlostí x  H a  H, pretože sa prejavuje 
práve pri relatívnom pohybe (kmitaní) v rotujúcom súradnicovom systéme ξ η a je teda 
úmerné rýchlosti relatívneho pohybu. Ak hriadeĐ nekmitáĽ iba rotuje ako celok, jeho 
účinok je nulový. Označme si hodnotu vnútorného proporcionálneho tlmenia ako b2. Na 
Obr. 4.12 je znázornený rotujúci súradnicový systém ξ η spolu s globálnym x y.  
Osi η a y stotožníme s imaginárnou osou a osi ξ x s reálnou osou. Potom polohu 
bodu H vyjadrujú komplexné premenné rH a ρH. Úpravou vzťahov (4.73) a ich 
vzájomným podelením získame transformačné vzťahy medzi globálnym a rotujúcim 
súradným systémom (4.74). Následne sa transformačný vzťah rH(ρH) zderivuje a dosadí 
do pohybovej rovnice (4.69), získame novú pohybovú rovnicu v rotujúcom súradnom 
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systéme, (4.75). Treba poznamenaťĽ že účinok vonkajšieho tlmenia je rovnaký tak 
v globálnom ako aj v rotujúcom súradnom systéme.  
 
 
Obr. 4.12. Poloha bodu H v globálnom a rotujúcom SS. 
 
 










  ̈  (           )     (           )          ( 4.75) 
 
Najskôr sa riešime rovnicu (4.75) bez pravej strany. Diskriminant 
charakteristickej rovnice (4.76) vyzerá nasledovne (4.77). Ak uvažujeme hodnoty 
tlmenia b1, b2 << ako hodnoty zvyšných konštántĽ je možné určiť približné hodnoty 
koreňov char. rovnice Ȝ1 Ȝ2Ľ vzťahy (4.78). 
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         (             )         ( 4.78) 
 
Aby homogénne riešenie bolo stabilnéĽ musí byť reálna časť Re(Ȝ1,2) záporná. 
Ak sa predpokladajú hodnoty b1, b2 kladné, vždy platí Re(Ȝ2) < 0, a preto stačí vyšetriť 
možné hodnoty Ȝ1. Jej reálnu časť možno zjednodušiť na tvar  
 
              (         )  
 
 Aby bol celý výraz zápornýĽ musí byť člen v zátvorke kladný. Ak sú otáčky 
menšie ako kritickéĽ teda ω < Ω, je táto podmienka stabilného chodu splnená. Stabilný 
chod rotora môže existovať aj nad kritickými otáčkamiĽ záleží od pomeru medzi 
vonkajším a vnútorným tlmením. Pri dostatočne veĐkom vonkajšom tlmení b1, napr. v 
kvapalnom prostredí, nestabilné stavy takmer nenastávajú. Naopak, v plynnom prostredí 
je udržanie stabilného chodu rotoru väčší problém. Na Obr. 4.13 sú zobrazené reálne 




Obr. 4.13. Závislosť Re(Ȝ1,2) na ω. 
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4.5.5. Vplyv gyroskopických momentov na rotore so štyrmi stupňami voĐnosti 
Doteraz sme pracovali s Lavalovým rotorom, ktorý uvažoval len posuvy kotúča 
v rovine xy a jeho možné natočenia okolo týchto osí nebral do úvahy. Preto tento model 
opúšťame. Celkový gyroskopický moment pôsobiaci na tuhý kotúč je závislý od jeho 
momentov zotrvačnosti k jednotlivým osiam, uhlovej rýchlosti hriadeĐa a precesnej 
uhlovej rýchlosti. V predchádzajúcich kapitolách závisela hodnota vlastnej kruhovej 
frekvencie Ω len od tuhosti hriadeĐa a hmotnosti kotúča. Ako si ukážemeĽ gyroskopické 
momenty spôsobiaĽ že Ω=f(ω). Okrem gyroskopického momentu pôsobí na kotúč aj 
moment od rotačnej zotrvačnosti kotúča. Ich veĐkosti určíme zo zmeny momentu 
hybnosti. [7] 
Zavedieme súradný systém T´(x´, y´, z´), Obr. 4.14Ľ ktorý prechádza ťažiskom 
kotúčaĽ vykonáva posuvy xT, yT a natočenia φx, φyĽ avšak nerotuje spolu s kotúčomĽ φ  z = 
0. VzhĐadom na rotačnú symetriu kotúča tvorí súradná sústava T´ hlavný súradný 
systémĽ aj keć nerotuje. Je to splnené za predpokladuĽ že zvyčajne je excentricita veĐmi 
malá voči rozmerom telesaĽ a teda aj deviačné momenty sú takmer nulové. Preto aj 
momenty zotrvačnosti kotúča považujeme v čase konštantné. 
 
 
Obr. 4.14. Súradný systém T´( x´, y´, z´). 
 
Teraz si môžeme vyjadriť momenty hybnosti k ťažisku T v novom súradnom 
systéme T´, (4.79)Ľ ktorých vektorovým sčítaním by sme získali celkový moment 
hybnosti. Momenty zotrvačnosti k osi x´ a y´ sú zhodné a označíme ich ako IR (moment 
zotrvačnosti pre rotáciu okolo osi zhodnej s priemerom). Moment k osi z´ si označíme 
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I0. Zložky momentu hybnosti si premietneme do globálneho súradného systémuĽ Obr. 
4.15. Za predpokladu malých natočení φx, φy Ľ keć platí cos(φ) = 1 a sin(φ) = φ, 
môžeme zjednodušene písať vzťahy pre zložky momentu hybnosti v GSS, (4.80). Za 
splnenia predchádzajúcich predpokladov hodnotu φ Tz´ považujeme za konštantnú 
a rovnú uhlovej rýchlosti hriadeĐa –ω, znamienko vić. Obr. 4.14. [7] 
 
 
                                         ( 4.79) 
 
 
Obr. 4.15. Prepočet momentov hybnosti do globálneho súradného systému. 
 
 
         (   )        (   )                           ( 4.80) 
  
Dosadením vzťahu pre φ Tz´ a následnou deriváciou vzťahov (4.80) podĐa času 
získame momenty k jednotlivým súradným osiam, (4.81). Kde vplyv gyroskopických 
účinkov vyjadrujú členy I0ωφ Ty a I0ωφ Tx. Celkovo na rotujúci kotúč pôsobia ešte sily Fx, 
Fy. Potom maticový zápis silového a momentového pôsobenia v bode T na kotúč vyzerá 
v tvare (4.82). Maticu stojacu pri vektore druhých derivácií neznámych nazývame 
maticou hmotnosti M. Matica gyroskopických účinkov G stojí pri vektore prvých 
derivácií premenných. [7] 
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              ] ( 4.82) 
 
Predchádzajúca sústava rovníc v podstate vyjadruje dynamické správanie 
kotúčaĽ ale nie celej sústavy hriadeĐ - kotúč. Preto musíme doplniť ćalšie rovniceĽ ktoré 
nám popíšu tuhosť hriadeĐa. V bode H pôsobí na hriadeĐ kotúč silou a ohybovým 
momentom. Treba si uvedomiťĽ že ich pôsobenie je súčasné. Natočenie v mieste H 
môže byť spôsobené tak momentom ako aj silou. Preto zapíšeme vzťahy medzi 
deformáciou a vzniknutými silovými účinkami v maticovom tvare (4.83), kde matica 
tuhosti K vyjadruje túto závislosť. Jej tvar pre kruhový nosník s konštantným prierezom 
je 
 [   
        ]  
 
 
 [                                      ] [
          ] ( 4.83) 
 
Prvky matice K sa určia postupne pomocou deformačných vzťahov pre nosník. 
Vždy zvolíme jednu deformačnú charakteristiku nenulovú, ostatné sa budú rovnať nule. 
Postup si ukážeme na určení k11 a k23. 
Zvolíme nasledovne: xH ≠ 0, yH = φHx = φHy = 0. Potom na hriadeĐ pôsobia tieto 
sily a momenty 
 
                    
 
 Takto by sa postupne určili všetky prvky matice K. SamozrejmeĽ že spomenuté 
platí, ak je splnená podmienka malých deformáciíĽ lineárne pružného materiálu, a 
teda je možné použiť princíp superpozície. [7] 
Pre malú excentricitu ɸ << môžeme písať rovnicu (4.84), ktorá vyjadruje silové 
pôsobenie medzi hriadeĐom a kotúčom. Dosadením vzťahov (4.82) a (4.83) získame 
pohybovú rovnicu (4.85). 
 
         ( 4.84) 





   ̈ ̅̅ ̅      ̅̅ ̅     ̅̅ ̅   ̅ ( 4.85) 
 
Riešeniu rovnice (4.85) opäť predchádza prevedenie do Gaussovej rovinyĽ keć 
posuv aj natočenie bodov H a T budú komplexné veličiny. To nám umožní znížiť počet 
neznámych na polovicu. [7] Poloha bodov H a T nie je vplyvom excentricity ɸ totožná, 
vzťah medzi rH a rT vyjadruje (4.86). Okrem tohoĽ že ťažisko kotúča je mimo osi rotácie 
hriadeĐaĽ môže byť kotúč upevnený na hriadeĐ pod uhlom. Teda hlavná os zotrvačnosti 
kotúča nie je totožná s osou jeho rotácie, ale zviera s ňou uhol α. Potom medzi φH a φT 
platí vzťah (4.87). Úpravou rovnice (4.85) do komplexného tvaru a dosadením (4.86) a 
(4.87) dostaneme pohybové rovnice pružného rotora s uvažovaním gyroskopických 
momentov a rotačnej zotrvačnostiĽ (4.88). [7] 
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5. VÝPOČET SPEKTRA ODOZVY 
Postupy pri výpočte a vyhodnocovaní spektra odozvy si pre stručnosť ukážeme 
len pre smer x, výsledky pre smery y a z sú uvedené v prílohách 1 až 10. 
Spektrum odozvy (response spectrum) je závislosť maximálnej hodnoty odozvy 
(zrýchlenia, rýchlosti alebo posuvu) SDOF oscilátoru na jeho vlastnej kruhovej 
frekvencii Ω, ktorý je podrobený časovo závislému zaťaženiu. Ako budenie uvažujme 
akcelerogram pre smer x aXload(t) s trvaním tinterval, nech výstupom je zrýchlenie 
oscilátoru AXSDOF, ktorého vlastnú kruhovú frekvenciu meníme od Ωinitial po Ωfinal. 
Pomerný útlm ξ je konštantný počas celého výpočtu. Potom spektrum odozvy je AX(Ω, 
ξ) = max |AXSDOF(t, Ω, ξ)|, t є tinterval, Ω є (Ωinitial, Ωfinal). Podobne definuje spektrum 
odozvy pre posuv a rýchlosťĽ kde však pracujeme s relatívnymi hodnotami veličín. [9] 
Spektrum odozvy je základný kameň moderného seizmického posudzovania 
dynamických sústav. Používa sa na výpočet odozvy sústav s viac stupňami voĐnosti, 
ako napríklad budov, hydraulických systémov a tiež na vyhodnotenie frekvenčných 
vlastností seizmických udalostí (spektrálne zrýchlenieĽ spektrálna rýchlosť a iné). [9] 
Použitie spektra odozvy sa obmedzuje len na sústavy, ktorých správanie sa dá 
opísať ako lineárne – elastické. Avšak postupne sa vyvíjajú postupy a metodiky, ako 
aplikovať spektrá odozvy aj na nelineárne problémy. [10] 
Analyzované čerpadlo (hriadeĐ s obežným kolesom) je podrobené seizmickému 
zaťaženiuĽ ktoré je zadané vo forme akcelerogramov pre tri smery x, y a z. Ide o záznam 
zo seizmickej udalosti, ktorá nastala 15.4. 1978 v Basso Tirreno, Taliansko. Záznam 
poskytol Doc. Mgr. Jozef Kristek, PhD. z geofyzikálneho ústavu SAV. Taktiež nám boli 
poskytnuté spektrá odozvy pre dané akcelerogramy, pre kontrolu a porovnanie nami 
spočítaných spektier odozvy. Ako sme si už povedali v kapitole 4.1.3, zemetrasenie 
vybudí dynamickú sústavu cez základ, a preto pre SDOF oscilátor riešime rovnicu (5.1), 
kde poznáme priebeh zrýchlenia, rýchlosti a posuvu základu ako funkcie času t, ktoré 
vystupujú na pravej strane. Označme si ich nasledovne aX(t), vX(t), uX(t). PodotknimeĽ že 
úlohu riešime v globálnom súradnom systéme. Potom pohybová rovnica SDOF sústavy 
s vlastnou kruhovou frekvenciou Ω a pomerným útlmom ξ je  
 
  ̈                             ( 5.1) 
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CieĐom je vyhodnotiť priebeh zrýchlenia, rýchlosti a posuvu oscilátoru v časeĽ 
určiť ich maximálnu hodnotu ako závislosť na jeho vlastnej frekvencii Ω. Na Obr. 5.1 je 
zobrazený záznam zrýchleniaĽ pre prehĐadnosť len v smere osi x. Dáta pre zvyšné smery 
y a z sú dostupné v prílohách 1 a 2. Pre ćalšie výpočty je vhodnéĽ aby sme poznali 
frekvenčné spektrum aX(t), ktoré sme získali pomocou rýchlej fourierovej transformácie 
FFT, Obr. 5.2. Frekvenčné spektrá pre smer y a z sú v prílohe 3 a4. Takto môžeme 
vidieťĽ ktoré frekvencie najviac prispievajú do zaťaženia a pri akej Ω môžeme očakávať 
najvyššie výchylky SDOF oscilátora.  
 
 
Obr. 5.1. Priebeh zrýchlenia aX nameraného pri seizmickej udalosti. 
 
 
Obr. 5.2. Frekvenčné spektrum aX(t). 
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5.1. Spektrálne veličiny 
Spektrálny posuv SD je spektrum odozvy pre relatívne posunutie oscilátoru voči 
pohyblivému základu. Jeho definícia podĐa [9] je  
 
 
       |                 |  
 
Charakteristickou vlastnosťou SD spektra jeĽ že nezachytáva pohyb medzi 
oscilátorom a základom pre hodnoty periódy T blížiace sa k nule (oblasť vysokých 
frekvencií). Je to spôsobené vysokou tuhosťou pružiny oscilátora, vzťah (4.18), kedy sa 
pružina takmer nedeformuje a oscilátor sa pohybuje rovnako ako základ. Naopak, 
v nízkych frekvenciáchĽ keć je tuhosť pružiny maláĽ dosahuje relatívny posuv svojho 
maxima, Obr. 5.3. [9] Spektrálny posuv pre smer y a z je v prílohe 5 a 6. 
 
 
Obr. 5.3. Spektrálny posuv SD. 
 
Spektrálna rýchlosť SV alebo tiež spektrum odozvy relatívnej rýchlosti je 
maximálna absolútna hodnota relatívnej rýchlosti na intervale tinterval, ktorá je závislá na 
vlastnej frekvencii oscilátora. Pre frekvenciu blížiacu sa k nule (nízka tuhosť) dosahuje 
SV hodnoty maximálnej rýchlosti základu. Podobne ako pri SD, pre vysoké hodnoty 




       |                   |  




Obr. 5.4. Spektrum odozvy SV. 
 
Spektrálne zrýchlenie SA je maximálna absolútna hodnota zrýchlenia oscilátora 
na intervale tintervalĽ na rozdiel od predchádzajúcich veličín sa však nejedná o relatívnu 
veĐkosť vzhĐadom k základu, ale je to hodnota platná pre globálny súradný systém. 
Teda môžeme písať 
 
       | ̈        |  
 
Na Obr. 5.5 si všimnime, ako sa mení priebeh SA so stúpajúcou frekvenciou. 
Spočiatku je strmý nárast hodnôt a po prekročení 40 Hz sa spektrálne zrýchlenie 
ustaĐuje na hodnote 1.3 m.s-2Ľ čo zodpovedá maximálnej absolútnej hodnote |-1.292| 
m.s
-2
 zrýchlenia základu. Spektrálne zrýchlenie pre smer y a z je v prílohe 9 a 10. 
 
 
Obr. 5.5. Spektrum odozvy SA.  
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5.2. Pseudo – veličiny 
PredpokladajmeĽ že máme k dispozícii jeden z troch priebehov spektier odozvy 
pre posuv SDĽ rýchlosť SV a zrýchlenie SA.  
Spektrálny pseudo-posuv PSD. Ak máme k dispozícii spektrálnu rýchlosť SV 
alebo zrýchlenie SAĽ ich vzťah k PSD budú vyjadrovať nasledujúce vzorceĽ kde ω je 
vlastná kruhová frekvencia SDOF oscilátora, (5.2) a (5.3). Na Obr. 5.6 sú porovnané 
hodnoty SD a PSDĽ pričom pseudo-posuv bol spočítaný zo spektrálnej rýchlosti SV. Pri 
frekvenciách do 5 Hz je výrazný rozdiel medzi veličinamiĽ avšak už okolo 10 Hz 
nadobúdajú PSD a SD blízke hodnoty. 
 




           ( 5.3) 
 
 
Obr. 5.6. Porovnanie PSD a SD. 
 
Spektrálna pseudo-rýchlosť PSV. Túto veličinu môžeme získať zo 
spektrálneho zrýchlenia SA alebo posuvu SDĽ čo vyjadrujú nasledujúce vzťahy 
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          ( 5.5) 
 
PSV a SV sú odlišné veličinyĽ ich priebehy vidíme na Obr. 5.7. Pseudo-rýchlosť 
vyjadruje maximálnu energiu pružiny v oscilátore pri zanedbaní tlmiacej sily, kde xmax 
je maximálny relatívny posuv oscilátora. To znamenáĽ že pre pomerný útlm ξ → 0 platí 
PSV = SV. V praxi sa často PSV používa ako dobrá aproximácia SV. [8] 
 
                                 
 
 
Obr. 5.7. Porovnanie SV a PSV. 
 
Spektrálne pseudo-zrýchlenie PSA. Jeho závislosť na SD resp. SV vyjadrujú 
vzťahy (5.6) a (5.7). Z fyzikálneho hĐadiska nám PSA hovorí o maximálnej hodnote sily 
v pružine oscilátoraĽ kde opäť xmax je maximálny relatívny posuv oscilátora. Opäť platíĽ 
že pre pomerný útlm ξ → 0 sa hodnoty PSA a SA rovnajú. Na Obr. 5.8 sú zobrazené 
priebehy PSA a SA, kde hodnoty PSA boli spočítané zo spektrálnej rýchlosti SV. [8] 
 




         ( 5.7) 
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Obr. 5.8. Porovnanie SA a PSA. 
 
Z priebehov PSA a SA vidímeĽ že približne do frekvencie 20 HzĽ PSA pomerne 
dobre aproximuje veličinu SA. Potom sa rozdiel výrazne zväčšujeĽ je to byť spôsobené 
týmĽ že spektrálne zrýchlenie je počítané pre globálny súradný systém a spektrálna 
rýchlosť SV je určená pre relatívny súradný systém.  
5.3. Tripartita spektrálnych veličín 
Ako sme si uviedliĽ ak poznáme jednu spektrálnu veličinuĽ môžeme približne 
určiť hodnotu zvyšných dvoch. Graf tripartity spektrálnych veličín sa zobrazuje 
v logaritmických súradniciach. Na os y vynášame hodnotu logPSV spočítanú na základe 
SA. Na osi x je nezávisle premenná logf. Po zlogaritmovaní vzťahov (5.2) a (5.5) 
získame  
 




                      
 
Ak hodnotu SA resp. SD pokladáme za konštantnúĽ potom logPSV je lineárne 
závislá od frekvencie, a to so smernicou -1 pre SA resp. +1 pre SD, Obr. 5.9.  
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Ćalej si môžeme všimnúťĽ že hodnota logPSV približne lineárne rastie do 
hodnoty 2 Hz, od 2 do 8 Hz sa pohybuje okolo maxima, a potom približne lineárne 
klesá. Graf možno interpretovať aj nasledovne. V nízkych frekvenciách je konštrukcia 
zaťažovaná posuvom základuĽ a pri vyšších hodnotách f je zaťaženie riadené zrýchlením 
základu. Ak je konštrukcia tuhá (s vysokou vlastnou frekvenciou)Ľ jej maximálne 
zrýchlenie sa rovná maximálnemu zrýchleniu základu. Je to jeden z dôvodov zavedenia 
hodnoty PGA (peak ground acceleration). Ak má nízku hodnotu prvej vlastnej 
frekvencie, jej maximálna hodnota posuvu dosiahne maximálny posuv základu. 
V stredných frekvenciách má dominantný vplyv rýchlosť základu. [8] 
VzhĐadom na náhodný charakter seizmického budeniaĽ boli navrhnuté 
koeficienty zosilnenia (amplification factors). Ako už bolo povedané, od frekvencie 
závisí charakter zaťažovaniaĽ a preto Newmark and Hall navrhli koeficienty zosilnenia 
pre maximálny posuvĽ maximálnu rýchlosť a maximálne zrýchlenie, pre rôzne hodnoty 
pomerného útlmu. Treba povedaťĽ že sú vytvorené pre pomerne pevné podložieĽ pre 
mäkké podložie zatiaĐ neboli tieto koeficienty určené. [8] 
 
 
Obr. 5.9. Graf tripartity spektrálnych veličín. 
 
Úprava pomocou koeficientov zosilnenia – Hall Newmarkovo spektrum. 
Najskôr vyberieme zo spočítaných spektrálnych veličín ich maximáĽ SAmax, SVmax, SDmax. 
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Do grafu tripartity ich zakreslíme ako priamky konštantných hodnôt. Pre zvolený 
pomerný útlm a percentil (medián 0.5 alebo + 1 sigma 0.841 ) si vyberieme koeficienty 
zosilnenia, αA, αV, αD, Tab. 5.1. Potom do grafu tripartity zakreslíme priamky 
konštantných hodnôt αA.SAmax, αV.SVmax, αD.SDmax. Uvažuje saĽ že pre frekvencie nad 33 
Hz je hodnota zrýchlenia konštantná a to SAmax. V rozmedzí od 33 Hz po 7.7 Hz 
prechádza hodnota SA z SAmax na αA.SAmax. Následne sa pokračuje po priamke αV. SVmax 
a po jej prieniku s αD.SDmax sledujeme hodnotu konštantného posuvu až do hodnoty fmin, 
čo je obvykle 0.1 Hz. Jeho konštrukciu môžeme vidieť na Obr. 5.10. Z neho je možné 
spätne zostaviť nové priebehy spektrálnych veličín ako napr. SA, Obr. 5.11Ľ ktoré už 
zohĐadňujú pravdepodobnostný charakter seizmickej udalosti. [8] 
 




Obr. 5.10. Konštrukcia Hall Newmarkovho spektra pre smer x. 




Obr. 5.11. Spektrálne zrýchlenie SA z Hall Newmarkovho spektra pre smer x. 
5.4. Výpočet pomocou Duhamelovho integrálu 
Duhamelov integrál vychádza z Laplaceovej transformácie a operátorového 
počtu. Ak si prepíšeme rovnicu (5.1) do tvaru Ax=f, na neznámu funkciu posuvu 
oscilátora x(t) aplikujeme diferenciálny operátor A. Z literatúry [12] poznáme riešenie 
f(t)s pomocou Duhamelovho integrálu, (5.8)Ľ čo je špeciálny prípad Greenovej funkcie 
pre operátor typu LODR2.  
 
 
        √    ∫                 [ √           ]    ( 5.8) 
 
V zmysle Duhamelovho integrálu existuje aj riešenieĽ kde výsledkom je priamo 




 ̈       ∫                  [ √         ]               √    ∫                  [ √         ]      ( 5.9) 
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VzhĐadom na zadanie funkcie zrýchlenia základu aX(t) ako súbor nameraných 
bodovĽ treba riešiť integrál (5.9) numericky. Postup bol nasledovný. Hodnota 
pomerného útlmu bola stanovená pre celý výpočet, a to 5%Ľ čiže ξ = 0.05. Je to často 
používaná hodnota pomerného útlmu a navyše aj kontrolné spektrá odozvy sú stanovené 
práve pre 5% pomerný útlm. Z Obr. 5.2 vidieťĽ že aX(t) má nízkofrekvenčný charakter, 
a preto ako koncovú hodnotu vlastnej frekvencie oscilátora sme zvolili ffinal = 100 Hz, 
ktorej zodpovedá Ωfinal = βπffinal. Počiatočnú hodnotu Ωinital a krok ΔΩ sme prispôsobili 
spektru odozvy zo SAV pre jednoduchšie porovnanie výsledkov.  
Zvolí sa aktuálna hodnota Ωi. Funkcia aX(t) je vlastne digitálny signál získaný so 
vzorkovacou frekvenciou fS = 500 HzĽ teda časový krok je tstep = 0.002s. S rovnakou 




Teraz máme určenú hodnotu všetkých potrebných členov výpočtu. Dĺžka 
vektorov je 11883. To znamená numericky integrovať 11883-krát pre jednu hodnotu Ωi, 
aby sme získali jedno maximum AX(Ωi). Preto každé urýchlenie výpočtu môže značne 
znížiť strojový čas. Všimnime siĽ že goniometrický a exponenciálny integrand v (5.9) sa 
so zmenou parametru t posúvajú doĐava v kartézskom súradnom systéme. To znamená, 
že so zmenou t netreba počítať nové vektory expcos a expsinĽ ale stačí zobrať ich inú 
časť. Pre aktuálne zvolenú Ωi získame maximálnu hodnotu max|  x (t)|. V ćalšom kroku 
zvolíme novú hodnotu Ωi+1 = Ωi + ΔΩ. Postup sa opakuje. Na Obr. 5.12 je spočítané 
spektrum odozvy pre aX a porovnané s hodnotami z GEOFYZ SAV.  
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Obr. 5.12. Spektrálne zrýchlenie spočítané pomocou Duhamelovho integrálu. 
5.5. Výpočet pomocou priamej integrácie 
Rovnicu (5.1) si môžeme prepísať do tvaru (5.10). Doplnením vzťahov pre x  (t) 
a x(t), (5.11), je možné diferenciálnu rovnicu pre zrýchlenie numericky integrovať. 
Zvolená bola implicitná metóda Runge-Kutta 4. rádu. Počiatočné podmienky boli 
nastavené x  (0) =0 a x(0) = 0.  
Podobne ako pri použití Duhamelovho integráluĽ v i-tom kroku bola zvolená 
hodnota Ωi, pre ktorú bol zistený priebeh   x (t), vybraná najväčšia hodnota max|  x (t)|. 
Tento postup sa opakoval až po dosiahnutie Ωfinal. Na Obr. 5.13 je spektrum odozvy pre 
aX spočítané pomocou priamej integrácie a porovnané s hodnotami z Geofyzikálneho 
ústavu SAV.  
 





   ∫  ̈       ∫       ( 5.11) 
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Obr. 5.13. Spektrálne zrýchlenie spočítané pomocou Runge-Kuttovej integračnej formule. 
5.6. Výpočet s využitím Fourierovej rady 
Zadanú závislosť aX(t) prevedieme na Fourierovu raduĽ čo vyjadruje vzťah 
(5.12). Koeficienty určíme pre vyššiu presnosť klasickou Fourierovou transformáciouĽ 
teda pomocou integrovania aX(t) s jednotlivými bázovými funkciami, (5.13). Na Obr. 
5.14 je zobrazený rozdiel medzi koeficientmi z FT a FFT. Konečný člen rady Nmax bol 
určený na základe FFTĽ Obr. 5.2, kde sme nebrali do úvahy frekvencie nad 65 Hz, a teda 
Nmax =Round[ tinterval.65] = 1545.  
 
 
Obr. 5.14. Porovnanie hodnôt koeficientov z FFT a FT.  
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              ∫                                 ∫         (              )                           ∫         (              )             
( 5.13) 
 
Teraz je možné pomerne jednoducho vyjadriť rýchlosť a posuv základu 
pomocou integrácie Fourierovu rady (5.14). Uvažujú sa nasledovné počiatočné 
podmienky vX(0) = 0 a uX(0) = 0Ľ na základe ktorých určíme konštanty UX0, VX0. 
V kapitole 4.1.3 sme si ukázali ako riešiť pohyb SDOF oscilátoruĽ keć máme zadané 
zrýchlenie základu aX(t) v tvare členu Fourierovej rady. Ak tento postup aplikujeme na 
vzťahy (5.14), dostaneme pohybovú rovnicu (5.15) a jej riešenie potom je (5.16). 
                   ∑                   (              )                       (              )                                 ∑       (            )    (              )              (            )    (              ) 
( 5.14) 
 
  ̈                               ∑                              ( 5.15) 
 
kde koeficienty pn, qn sú určené vzťahmi 
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   ቆ                 ቇ    ቆ                ቇ  
                                                     ∑                              ( 5.16) 
 
kde koeficienty Pn, Qn, ωD  
 
 
                                                                             √      
 
 
Ak poznáme riešenie pre dané Ωn ako Fourierovu radu, treba na intervale 
(0,tintreval) nájsť maximálnu hodnotu zrýchlenia v zmysle absolútnej hodnoty. Zvolili 
sme nasledovný postup. Bol vytvorený vektor funkčných hodnôt riešenia so 
vzorkovacou frekvenciou f = 2fS. Následne sa našla maximálna absolútna hodnota pre 
zvolené Ωn. Celý postup sa opakoval pre ćalšie Ωn+1. Na Obr. 5.15 je spektrum odozvy 
získané 3 rôznymi metódami a tie sú porovnané s údajmi z Geofyzikálneho ústavu 
SAV. V Tab. 5.2 sú uvedené výpočtové časy pre spomínané metódy a ich chyby voči 
údajom z Geofyzikálneho ústavu SAV. Chyba bola vyčíslená ako integrál z rozdielu 
jednotlivých funkcií. Z Tab. 5.2 a Obr. 5.15 je zrejméĽ že najväčšiu presnosť a rýchlosť 
výpočtu sme dosiahli pri použití metódyĽ ktorá aplikovala Fourierovu radu. 
 
Tab. 5.2. Výpočtové časy a chyby jednotlivých metód. 
Metóda Výpočtový čas [min] chyba [m.s-2]  
Fourier 25 3.958 
Duhamel 219 25.103 
RungeKutta 363 5.243 




Obr. 5.15. Porovnanie výsledkov rôznych metód výpočtu spektrálneho zrýchlenia SA. 
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6. KONEČNOPRVKOVÝ MODEL 
Pre analýzu hriadeĐa s obežným kolesom sú vytvorené tri konečnoprvkové 
modely rôznej úrovne. Najjednoduchší model je vytvorený pomocou prútového prvku 
BEAM188Ľ kde koleso čerpadla bolo modelované prvkom MASS21. O niečo zložitejší 
modelĽ kde hriadeĐ je opäť prútový model z prvkov BEAM188 a obežné koleso je 
vytvorené zo škrupinových prvkov SHELL181. Posledný model je objemový z prvkov 
SOLID185.  
Skôr ako si jednotlivé modely popíšemeĽ treba určiť základné vlastnosti použité 
pri modelovaní ako hmotnosťĽ momenty zotrvačnostiĽ vplyv média, model materiálu. 
 
Geometria. ďavý koniec hriadeĐa má kužeĐovitý prierez. Ten však príliš 
neovplyvňuje deformácie pod obežným kolesom, a preto je nahradený valcom, ktorého 
priemer je určený ako stredná hodnota najmenšieho a najväčšieho priemeru na 
kužeĐovom úseku. V modeli sme ćalej neuvažovali zaobleniaĽ zahĺbeniaĽ závity a 
drážky pre peráĽ pretože by model neúmerne skomplikovali a ich vplyv na výsledky je 
minimálny. 
Materiál hriadeĐa. HriadeĐ je vyrobený z tepelne spracovanej ocele ČSN 15 
260.9. Použil sa lineárny izotropný model materiálu s modulom pružnosti Eh = 215.7 
GPa, poissonovým číslom ȝh = 0.33 a hustotou ρh = 7850 kg.m-3, hodnoty sú 
z materiálového listu, príloha 11. Tlmenie je popísané v kapitole 8. 
Materiál obežného kolesa. Obežné koleso je vyrobené z koróziivzdornej ocele 
na odliatky 422931.4, kalené a popustené. VzhĐadom na toĽ že neposudzujeme 
deformáciu obežného kolesaĽ modelujeme ho vždy takĽ aby boli zachované jeho 
dynamické vlastnosti (hmotnosť a momenty zotrvačnosti) a aby prenášal zaťaženie do 
hriadeĐa. 
Dynamické vlastnosti obežného kolesa. Z experimentu boli získané hodnoty 
hlavných momentov zotrvačnosti a hmotnosti obežného kolesa. Ich hodnoty sú uvedené 
v Tab. 6.1. 
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Tab. 6.1. Dynamické charakteristiky obežného kolesa. 
Názov Označenie Hodnota Jednotky 
Hmotnosť mk 35.3 [kg] 
Hlavný moment zotrvačnosti k osi rotácie Jpk 0.64 [kg.m2] 
Hlavný moment zotrvačnosti k ćalším 
centrálnym osiam JDk 0.34 [kg.m2] 
 
 Ložiská. Na výkrese, príloha 12, môžeme vidieťĽ že hriadeĐ je na 
každom konci uložený na dvojici guĐkových ložisiek. Tieto ložiská dovoĐujú určitú 
hodnotu natočenia. Preto boli v mieste ich uloženia zvolené okrajové podmienkyĽ ktoré 
tomu zodpovedajú. Sú popísané pri jednotlivých modeloch. Tuhosť celého uloženia 
(ložisko - skriňa) bola po konzultácii s prof. Ing. Františkom Pochylým, CSc. 
z energetického ústavu zvolená nasledovne. Tuhosť vo vertikálnom smere je 5*1011 
N.m-1 a tuhosť v horizontálnom smere kolmo na os hriadeĐa je 0.5*1011 N.m-1. V smere 
osi hriadeĐa je uloženie považované za dokonale tuhé, Obr. 6.1. Tuhosť uloženia sa 
modelovala pomocou prvku COMBIN14. 
 Vplyv média. Pri prevádzke čerpadlom prúdi voda. Pre kvantitatívne posúdenie 
vplyvu prúdiaceho média treba poznať detailne geometriu obežného kolesa 
a statoru, urobiť analýzu prúdeniaĽ napríklad pomocou metódy konečných objemov. To 
by však bolo nad rámec tejto práce. Preto sme sa po konzultácii s Prof. Ing. Eduardom 
MalenovskýmĽ DrSc. rozhodliĽ že vplyv vody uvažujeme len ako prídavnú hmotnosť, 
modelovanú podobne ako obežné koleso prvkom MASS21. Rozdiel je v tomĽ že 
momenty zotrvačnosti sú nulové. 
 Vplyv upchávok. U tohto typu čerpadla je možné použiť dva typy upchávok. 
Mechanické upchávky a upchávkové šnúry. VzhĐadom na náročnosť určenia ich 
vplyvuĽ vo výpočte ich neuvažujeme.  
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Obr. 6.1. Súradný systém čerpadla. 
6.1. Určenie prídavnej hmotnosti vody 
Prídavná hmotnosť vody je určená na základe objemu vody uzavretom obežným 
kolesom čerpadla. [13] PodĐa Obr. 6.2 bol uzavretý objem rozdelený na dve časti. Prvá 
časť (červene vyšrafovaná) je rotačne symetrická. Jej objem sme spočítali využitím 
druhej Pappovej - Guldinovej vety. Ten hovoríĽ že objem, ktorý vznikne rotovaním 
plochy okolo osiĽ sa rovná súčinu plochy a dráhe ťažiskaĽ ktorú pri rotácii vykonalo. 
Predpokladom jeĽ aby celá oblasť ležala mimo osi rotácie. [21] 
 
 
Obr. 6.2. Rozdelenie objemu na podoblasti. 
 
Objem zelenej podoblasti spočítame obdobneĽ ale musíme odčítať objemĽ ktorý 
lopatky neuzatvárajú, na Obr. 6.2 vpravo. Potom celkový objem uzavretej vody je súčet 
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objemu červenej a zelenej oblasti. Plocha červenej oblasti S1 = 2*4407 = 8814 mm2. 
Poloha jej ťažiska Zt1 = 86 mm. Plocha zelenej oblasti, na Obr. 6.2 vĐavoĽ S1 = 6140 
mm
2
 a súradnica ťažiska Zt2 = 159 mm. Plocha neuzavretého objemu, na Obr. 6.2 
vpravo, Sx = 5*12740 =63700 mm2Ľ výška hx = 44 mm.  
 
 
                                                                                  
 
Potom hmotnosť vody vypočítame ako súčin objemu a hustoty ρv = 1000 kg.m-3. 
 
                              
 
Táto hodnota vystupuje v modeli ako hmotnosť prvku MASS21 pre všetky tri 
smery. Hodnota momentov zotrvačnosti sa uvažuje nulová. 
6.2. Určenie zbytkovej nevývahy 
Každý rotačný stroj sa vyvažujeĽ aby sa minimalizovala jeho nevyváženosť. 
PodĐa typu strojaĽ jeho prevádzkových parametrov a aplikácie sa definuje maximálna 
povolená hodnota nevyváženosti. My sa riadime normou STN ISO 1940-1, [16].  
PodĐa [7] viemeĽ že rotory sa vyvažujú staticky a dynamicky. Je to z dôvoduĽ že 
nevývaha má dvojaký účinok na rotujúce telesoĽ silový a momentový. Pri statickom 
vyvažovaní je snaha dostať ťažisko telesa na os rotácie a eliminovať tak odstredivú siluĽ 
ktorou pôsobí rotujúce teleso cez hriadeĐ na ložiská. CieĐom dynamického vyvažovania 
je stotožniť hlavnú os zotrvačnosti telesa s osou rotácie.  
Z uvedených dôvodov norma [16] definuje výsledný nevývažok U a výsledný 
momentový nevývažok Cr.  




    ∑                 
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kde mi je hmotnosť i-teho nevývažku v i-tej rovine, ktorého polohu k osi rotácie 
určuje vektor ri. Zi u momentového nevývažku je axiálny polohový vektor od vzťažného 
miesta (napríklad ložiska) a Zur je axiálny polohový vektor k poslednej uvažovanej 
rovine, Obr. 6.3. 
 
 
Obr. 6.3. Nevývažky. 
 
Ćalej [16] zavádza špecifický nevývažok e, ktorý je definovaný ako podiel 
U a hmotnosťou rotru m, kde U=|U|. Potom sa definuje dovolený špecifický nevývažok 
eper ako podiel dovoleného výsledného nevývažku Uper a hmotnosti rotoru. Zbytkový 
nevývažok Ures nesmie prekročiť hodnotu Uper. V praxi sú používané jednotky pre U 
[g.mm] a e [g.mm.kg-1].  
 
 
                     ( 6.1) 
 
Pre jednoduché prípady, jeden disk nasadený kolmo na hriadeli, vyjadruje eper 
vzdialenosť ťažiska od osi rotácie. Toto je aj náš prípad. Vo všeobecnostiĽ keć je na 
hriadeli viacero rotujúcich telies nám pre popis nevývahy nestačí len samotná hodnota 
eper. Potom sa hovorí o dovolených nevývažkoch vztiahnutých k určitým rovinám. 
Napríklad pre dve roviny A a B by sme mali hodnoty UperA a UperB. VzhĐadom na toĽ že 
to nie je náš prípadĽ nebudeme sa tomu podrobnejšie venovať. [16] 
Skúsenosti ukázaliĽ že hodnota eper závisí nepriamoúmerne na otáčkach Ω [rad.s-
1]Ľ čo vyjadruje nasledovný vzťah 




            ( 6.2) 
 
Pomocou tohto vzťahu sa určuje stupeň kvality vyváženia G [mm.s-1]. V norme 
sa uvádzaĽ že čerpadlá sa vyvažujú na stupeň kvality G6.3. Ak poznáme pracovné 
otáčky strojaĽ pomocou vzťahu (6.3) jednoducho určíme Uper a následne aj eper. Súčin 
(eperΩ) je hodnota G, vybraná pre daný stroj. 
 
                    ( 6.3) 
 
Pre naše hodnoty Ω = (1450/60)*β*π = 151.8 rad.s-1, G = (eperΩ) = 6.3 mm.s-1, 
m = 81 kg (hriadeĐ + obežné koleso) vychádza dovolený nevývažok Uper  
 
 
                                                  
 
Zbytkový nevývažok Ures považujeme rovný dovolenému nevývažkuĽ čiže Ures 
= 3.36*103 g.mm. V prechodovej analýze je nevývažok modelovaný pomocou rotujúcej 
sily, podobne ako je to uvedené v manuáli [22]. Amplitúda rotujúcej sily je určená ako 
odstredivá sila podĐa vzťahu ( 6.4). Súčin m.r nám predstavuje zbytkový nevývažok 
UresĽ ktorý treba previesť do základných jednotiek SI sústavy. 
 
 
|  |   |  |       |  |         ( 6.4) 
 
 
|  |                                     
6.3. Prútový model s prvkom MASS21 
Na Obr. 6.4 môžeme vidieť prútový model hriadeĐa. Tuhosť uloženia sme vo 
všetkých modeloch riešili nasledovne. V smere osi y a z boli umiestnené dva pružinové 
prvky COMBIN14 pre každé ložisko. V uzloch pružínĽ kde predpokladáme spojenie so 
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základomĽ sme zamedzili posuvom vo všetkých troch smeroch. Na Đavom konci 
hriadeĐaĽ kde sa pripája hnacie zariadenie (elektromotorĽ turbína), bolo zamedzené 
natočenie v smere osi x (os rotácie). V miestach kde sú ložiskáĽ sme zabránili posuvu 
v smere osi x, v súlade s už spomenutým predpokladomĽ že v smere osi čerpadla je tuhé 
uloženie. 
Obežné koleso je modelované pomocou prvku MASS21 so zadanými momentmi 
zotrvačnosti a hmotnosťou. Kećže prvky MASS21 a BEAM188 majú v uzle 6 stupňov 
voĐnostiĽ netreba ich spojenie nijako upravovať. Pre simulovanie vplyvu vodného 
prostredia bola pridaná hmotnosť vody k hmotnosti obežného kolesa v prvku MASS21. 
Celkovo má sústava 65 elementov a uzlov 65. 
 
 
Obr. 6.4. Prútový model hriadeĐa s obežným kolesom ako prvok MASS21. 
 
6.4. Prútový model s prvkom SHELL181 
Model hriadeĐu a okrajové podmienky, Obr. 6.5, sú rovnaké ako 
v predchádzajúcom prípade. Obežné koleso je však modelované pomocou škrupinového 
prvku SHELL181. Opäť platíĽ že prvky BEAM188 a SHELL181 majú v uzle rovnaké 
stupne voĐnosti. Rozmery disku a jeho hustota boli zvolené tak, aby sme získali rovnaké 
momenty zotrvačnosti a hmotnosť nameranú z experimentu. VzhĐadom na jeho značnú 
šírku, a teda aj tuhosťĽ sme modul pružnosti zvolili ako pri hriadeli. Údaje sú uvedené 
v Tab. 6.2. Vplyv vody bol modelovaný pomocou prvku MASS21 so zadanými 
hmotnosťami. 
Celkový počet prvkov je 173 a uzlov 185. 
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Tab. 6.2. Materiál a geometria obežného kolesa ako škrupiny.  
Názov Označenie Hodnota Jednotky 
Hustota materiálu kolesa ρk 3758.13 [kg.m-3] 
Modul pružnosti m. kolesa Ek 215. 109 [Pa] 
Poissonovo číslo m. kolesa μk 0.33 [-] 
Polomer rout 204.7 [mm] 
Šírka w 34.1 [mm] 
 
 
Obr. 6.5. Prútový model hriadeĐa a obežné koleso ako prvok SHELL181. 
 
6.5. Objemový model 
Pri vytváraní objemového modelu sa použil prvok SOLID185. Konečnoprvková 
sieť na hriadeli vznikla pomocou funkcie „VSWEEP“Ľ ktorej výsledkom je pravidelná 
diskretizácia, Obr. 6.6. Obežné koleso bolo tiež modelované ako 3D teleso. Jeho 
rozmery a hustota materiálu bola zvolená takĽ aby sme dosiahli rovnakú hmotnosť 
a momenty zotrvačnosti ako v predchádzajúcich prípadoch, Tab. 6.3. Kvalita prvkov na 
vonkajšom polomere obežného kolesa nie je síce najlepšiaĽ ale kećže posudzujeme 
deformáciu na hriadeli, nie je to zásadný problém pre analýzu. Použili sa dva modely, 
pre modálnu analýzu model s jemnejšou sieťou a pre prechodovú analýzu model 
s hrubšou sieťouĽ Obr. 6.6 a Obr. 6.7. Počet prvkov 54 989, uzlov 59 393 pre jemnejšie 
diskretizovaný model. Počet prvkov 10 381, uzlov 11 579 pre model s hrubšou sieťou.  
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Tab. 6.3. Materiál a 3D geometria obežného kolesa. 
Názov Označenie Hodnota Jednotky 
Hustota materiálu kolesa ρk 4042.71 [kg.m-3] 
Modul pružnosti m. kolesa Ek 215. 109 [Pa] 
Poissonovo číslo m. kolesa μk 0.33 [-] 
Vonkajší polomer rout 204.7 [mm] 
Vonkajšia šírka wout 34.1 [mm] 
Vnútorný polomer rin 47.5 [mm] 
Vnútorná šírka wout 125.0 [mm] 
 
 
Obr. 6.6. 3D model pre modálnu analýzu. 
 
 
Obr. 6.7. 3D model pre prechodovú analýzu. 
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7. MODÁLNA ANALÝZA 
V tejto kapitole si ukážeme výsledky modálnej analýzyĽ čo predstavujú vlastné 
frekvencie a vlastné tvary. Ich hodnoty spočítané na troch rôznych modeloch sú medzi 
sebou porovnané.  
7.1. Bez rotácie 
Podmienky nastavenia analýzy boli nasledovné. Na hnacej strane sme zamedzili 
rotácii hriadeĐa. V mieste ložísk boli zadaný nulový axiálny posuv. Metóda výpočtu 
bola zvolená Block-LanczosĽ kećže neuvažujeme tlmenie ani rotáciu. V Tab. 7.1 sú 
uvedené hodnoty prvých 7 vlastných frekvencií. Na Obr. 7.1 až 7.4 je zobrazených 
prvých 7 vlastných tvarov. 
 












č. f [Hz] f [Hz] f [Hz] f [Hz]   
1 83.518 81.327 70.312 13.206 (B188 a M21) - S185 
2 170.34 170.53 156.95 13.58 
(B188 a SH181) - 
S185 
3 172.41 172.6 159.57 13.03 
(B188 a SH181) - 
S185 
4 541.97 541.79 553.54 11.75 
(B188 a SH181) - 
S185 
5 550.92 550.79 555.07 4.28 
(B188 a SH181) - 
S185 
6 616.85 609.88 610.28 6.97 
(B188 a SH181) - 
S185 
7 619.58 612.37 737.56 125.19 
(B188 a SH181) - 
S185 
 








Obr. 7.2. 2. a 3. vlastný tvar - ohybový s kmitňou v strede, (USUM). 
 
 








Obr. 7.4. 6. a 7. vlastný tvar – ohybový s 3 kmitňami, (USUM). 
 
Na Obr. 7.1 až 7.4 si môžeme všimnúťĽ že vlastné tvary oboch prútových 
modelov sú veĐmi podobné. Avšak objemový model nám dal kvalitatívne iné vlastné 
tvary, 4. a 5. tvar u objemového modelu je taký ako 6. tvar u prútových modelov, 
a naopak 6. vlastný tvar 3D objemového modelu je podobný ako 4. a 5. tvar u prútových 
modeloch. Rozdiel je spôsobený týmĽ že u 3D modelu obežné koleso vystužuje časť 
hriadeĐaĽ čo pre prútové modely neplatí. Tam je zaťaženie od obežného kolesa 
prenášané do jedného uzlu. Naše tvrdenie podporuje modálna analýza upraveného 3D 
modelu, kde sa koleso modelovalo pomocou prvku MASS21 a s prierezom hriadeĐa sa 
spojil pomocou nehmotných prútových prvkov. Vlastné tvary modifikovaného 3D 
modelu sú na Obr. 7.5 až 7.8.  
 
 
Obr. 7.5. 1. vlastný tvar – torzný, (USUM). 
 
 
Obr. 7.6. 2. a 3. vlastný tvar – ohybový s kmitňou v strede, (USUM). 
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Obr. 7.7. 4. a 5. vlastný tvar – ohybový s kmitňou na konci, (USUM). 
 
 
Obr. 7.8. 6. a 7. vlastný tvar – ohybový s troma kmitňami, (USUM). 
7.2. S rotáciou - Campbellov diagram 
Campbellov diagram zobrazuje závislosť vlastnej frekvencie sústavy na 
otáčkach. Hlavnou príčinou zmeny vlastnej frekvencií je prítomnosť gyroskopických 
momentov, v menšej miere sa uplatňuje efekt predopnutia odstredivou silou. V príručke 
[22] je pre zahrnutie vplyvu gyroskopických účinkov odporúčaná metóda výpočtu QR 
algoritmus. Príkazom CORIOLIS sme umožnili počítať gyroskopické momenty. 
Výpočet prebiehal 10-krátĽ pre rôzne otáčky. Spojením vypočítaných bodov vznikol 




Obr. 7.9. Campbellov diagram pre model BEAM188+MASS21. 
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Obr. 7.10. Campbellov diagram pre model BEAM188+SHELL181. 
 
 
Obr. 7.11. Campbellov diagram pre model SOLID185. 
 
Opäť si všimnimeĽ že campbellove diagramy pre oba prútové modely majú 
podobné priebehy. V diagrame pre objemový model došlo k prejavu gyroskopických 
momentov pre 4. a 5. vlastnú frekvenciu, u prútových modeloch to bola 6. a 7. vlastná 
frekvencia. Tieto výsledky korešpondujú s predchádzajúcu modálnou analýzou, kde 
frekvencie vlastných tvarov s najväčším vplyvom gyroskopických momentov sú iné pre 
prútové a iné pre objemový model.  
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8. PRECHODOVÁ ANALÝZA ODOZVY NA SEIZMICKÉ BUDENIE 
V prechodovej analýze sme zvolili iné okrajové podmienky ako pri modálnej. 
Hnaný koniec hriadeĐa zostal voĐný. Pre axiálny smer hriadeĐa sme zadefinovali uhlovú 
rýchlosť 1450 min-1. Zrýchlenie v smere osi x, akcelerogram na Obr. 5.1, bolo zadané 
do ukotvenia pružín a do ložísk. Zrýchlenia v smere osi y a zĽ vić príloha 1 a 2, boli 
definované len do kotviacich uzlov pružín. Rotácia hriadeĐa bola ponechaná voĐná. 
Bola zvolená plná metóda výpočtuĽ kećže použitie modálnej superpozície je nevhodné 
pre pohyblivé teleso [23].  
Integračný časový krok sme zvolili podĐa odporúčaní [23] a [14]. V týchto 
dokumentoch sa píšeĽ aby maximálna dĺžka kroku bola 1/20 cyklu, alebo periódy 
najvyššej vlastnej frekvencie, ktorá nás zaujíma. Prvá vlastná frekvencia 70 Hz je 
vysoko nad prevádzkovými otáčkami 24.17 Hz. Preto bola veĐkosť kroku zvolená ako 
1/36 periódy otáčok hriadeĐa, čo je 1/(36*24.17) = 0.001149 s. PodĐa tohto kroku sme 
navzorkovali signál zrýchlenia. Gravitačné zrýchlenie bolo definované pomocou 
príkazu ACEL.  
Zaťaženie je dvojakého typuĽ pôsobenie odstredivej sily od nevývahy 
a zrýchlenie od základu. Časový priebeh zaťaženia mal tri fázy. V prvej fáze t = (0, 
0.45) s pôsobila len sila od nevývahyĽ pričom odozva rotoru na toto budenie sa do času 
0.45 s ustálila. Počas tejto fázy bolo zrýchlenie nulové a po čase 0.45 s začalo narastať 
podĐa daných akcelerogramov. Po ich skončení nasledovala tretia fáza s dĺžkou 2*0.45 
sĽ kedy opäť pôsobila len odstredivá sila. 
Tlmenie bolo ponechané podĐa odporúčaní [22], a to kvôli dobrej numerickej 
stabilite prechodovej analýzy. Jeho skutočná hodnota by sa dala zistiť experimentálnou 
modálnou analýzou. [4] 
Skutočnú orientáciu čerpadla voči súradnému systému zemetrasenia nepoznámeĽ 
preto sme ju zvolili ako je na Obr. 6.1. Najväčšie hodnoty zrýchlenia boli namerané 
v osi y, a preto sme ju orientovali kolmo na os hriadeĐaĽ aby sme dosiali väčšie laterálne 
posuvy hriadeĐa. 
Pre kontrolu správnosti zadania zrýchlenia do kotviacich uzlov pružín sme na 
Obr. 8.1 až 8.3 vykreslili posuvy základu spočítané v prechodovej analýze a porovnané 
s hodnotami z numerickej integrácie akcelerogramov. Je vidieťĽ že priebehy sa odlišujú 
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len minimálne. Hodnoty sú z modelu BEAM188+SHELL181. Priebehy posuvov na 
ostatných modeloch sú rovnaké.  
 
 
Obr. 8.1. Porovnanie posuvu uX základu s numericky integrovaným zrýchlením aX. 
 
 
Obr. 8.2. Porovnanie posuvu uY základu s numericky integrovaným zrýchlením aY. 
 
 
Obr. 8.3. Porovnanie posuvu uZ základu s numericky integrovaným zrýchlením aZ. 
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8.1. Orbita stredu hriadeĐa pod obežným kolesom 
Na Obr. 8.4 až 8.6 sú zobrazené orbity stredu hriadeĐa pod obežným kolesom. 
Maximálnu hodnotu výchylky dosiahol prútový model BEAM188+SHELL181 a to 
radiálny posuv 0.0024 mm. Pri neopotrebovanom obežnom kolese sa veĐkosť vôle 
medzi ním a statorom udáva 0.8200 – 0.9000 mm, [20]. Teda k vymedzeniu vôle 
nedošlo s minimálnou rezervou 0.8176 mm.  
 
 
Obr. 8.4. Orbita stredu hriadeĐaĽ model BEAM188+MASS21. 
 
 
Obr. 8.5. Orbita stredu hriadeĐaĽ model BEAM188+SHELL181. 
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Obr. 8.6. Orbita stredu hriadeĐaĽ model SOLID185. 
 
Z obrázkov orbít je vidieťĽ že objemový model a prútový BEAM188+MASS21 
dávajú hladšie priebehy ako model s použitým škrupinovým prvkom SHELL181. 
Navyše v počiatočnej fázeĽ keć sa ustaĐovala odozva na nevývahuĽ sa tento model 
neustálil ako zvyšné dvaĽ čo je vidieť na Obr. 8.7. 
 
 
Obr. 8.7. Ustálenie orbít na nevývahu – z Đava BEAM188+MASS21, BEAM188+SHELL181, 
SOLID185. 
8.2. Sily v ložiskách 
V ložisku pôsobia radiálne a axiálne sily. Radiálne zložky sú spôsobené 
zrýchlením v smere osi y, z a pôsobia v každom ložisku približne rovnomerne. Axiálne 
sily sú schopné preniesť ložiská s kosouhlým stykom ako aj guĐkové ložiská. VzhĐadom 
na ich odlišnú geometriu sa však nedá hovoriť o rovnomernom prenose axiálnych síl. 
Ich základné charakteristiky sú uvedené v Tab. 8.1. [19] Treba upozorniťĽ že zrýchlenie 
v smere x (axiálny smer) sme zadali do každého ložiskaĽ ale prenos axiálnej sily 
predpokladáme len v ložiskách s kosouhlým stykom. A to tým spôsobomĽ že pre kladnú 
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hodnotu zrýchlenia axĽ prenáša axiálnu silu ložisko č. 3 a pre zápornú hodnotu 
zrýchlenia ax ložisko č. 4. [6] Sily Fy a Fz boli určené z deformácie pružín COMBIN14. 
Sila Fx bola určená zo súčtu reakcií v ložiskách pre smer x. Z časového priebehu sme 
vybrali maximálne hodnoty a zapísali do Tab. 8.2, prechodová analýza. 
 















7314/P6 127.000 98.000 3.900 
 
Porovnaním údajov síl v Tab. 8.2 zisťujemeĽ že výsledky sa začínajú značne 
odlišovať. Rozoberme najskôr prútové modely. Najväčšie rozdiely sú v silách na 
ložisku č. 1 a 2, pre oba smery y, z to je približne 100 N. Hodnoty na ložiskách č. 3 a 4 
sú podobné, s najväčším rozdielom 20 N pre silu v smere osi z. Hodnoty axiálnych síl 
(smer x) sú takmer totožnéĽ čo nás vedie k záveruĽ že rozdiely v hodnotách síl spôsobuje 
gyroskopický moment, ktorý na smer x nemá zásadný vplyv. 
Objemový model dal najväčšie hodnoty sílĽ 1.5 až 2 násobne väčšie ako pri 
prútových modeloch. Pri tomto modeli sa najpresnejšie počítajú gyroskopické 
momenty. NavyšeĽ ako sme si už povedali v modálnej analýzeĽ 3D model obežného 
kolesa prenáša zaťaženie na väčšiu oblasť hriadeĐĽ čo mohlo mať tiež vplyv na 
zaťaženie ložísk.  
Na Obr. 8.8 je zobrazený priebeh síl Fy v ložiskách v krátkom časovom úseku. 
Sily na 1. a 4. ložisku sú fázovo posunuté voči silám na 2. a 3. ložisku o uhol 180°, a to 
napriek tomuĽ že zrýchlenia boli do kotviacich uzlov pružín zadávané s nulovým 
fázovým posunutím. Tento priebeh je z modelu prútového modelu 
BEAM188+MASS21Ľ na zvyšných dvoch modeloch boli priebehy obdobné. 
VysvetĐujeme si to týmĽ že uloženie na dvojici ložísk je podobné votknutiuĽ keć máme 
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silovú aj momentovú reakciu. Momentová reakcia je vlastne dvojica opačných síl 
vzdialená od seba o rozteč ložísk d, Obr. 8.9. 
 
Tab. 8.2. Maximálne sily v ložiskách počas prechodovej analýzy.  
model 
Typ Ložisko 1 Ložisko 2 Ložisko 3 Ložisko 4 
  6314A/P6 6314A/P6 7314/P6 7314/P6 
BEAM188 + 
MASS21 
Fx - - 90.4 109.0 
Fy 167.8 260.3 372.8 284.2 
Fz 159.3 225.1 305.7 239.8 
BEAM188 + 
SHELL181 
Fx - - 90.0 108.5 
Fy 270.3 362.1 376.8 287.7 
Fz 259.0 328.5 327.9 257.3 
SOLID185 
Fx - - 137.5 165.7 
Fy 405.5 530.5 569.0 425.8 
Fz 396.3 496.0 482.0 375.7 
  
max ΔFx [N] - - 47.5 57.2 
  
max ΔFx [%] - - 34.5 34.5 
  
max ΔFy [N] 237.7 246.6 196.2 141.6 
  
max ΔFy [%] 58.6 48.7 34.5 33.3 
  
max ΔFz [N] 237.0 270.9 176.3 135.8 
  
max ΔFz [%] 60.7 55.6 46.3 43.7 
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Obr. 8.8. Priebeh síl Fy na ložiskách.  
 
 
Obr. 8.9. Vysvetlenie fázového posuvu síl v ložiskách.  
 
Posúdenie ložísk. Najväčšie sily nám vyšli pre objemový model a tie použijeme 
do ich posúdenia. Ekvivalentné zaťaženie získame na webovej stránke spoločnosti ZKLĽ 
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Tab. 8.3. Porovnanie zaťaženia ložísk s ich statickou únosnosťou. 
  
Typ Ložisko 1 Ložisko 2 Ložisko 3 Ložisko 4 
  6314A/P6 6314A/P6 7314/P6 7314/P6 
x-ová zložka sily Fx [N] - - 137.5 165.7 
y-ová zložka sily Fy [N] 405.5 530.5 569.0 425.8 
z-ová zložka sily Fz [N] 396.3 496.0 482.0 375.7 
radiálna sila Fr [N] 566.9 726.3 745.7 567.8 
axiálna sila Fa [N] 0.0 0.0 137.5 165.7 
ekvivalentné 
zaťaženie P [N] 566.9 726.3 745.7 567.8 
Statická únosnosť  C0r [N] 63.1*103 63.1*103 98.0*103 98.0*103 
porovnanie P a C0r   P < C0r P < C0r P < C0r P < C0r 
 
Z uvedených hodnôt v Tab. 8.3 vyplývaĽ že sily na ložiskách sú výrazne menšie 
ako ich statická únosnosť a môžeme prehlásiťĽ že ložiská vydržia seizmické zaťaženie.  
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9. ZÁVER 
V prvej časti práce sme sa venovali podstatným fyzikálnym dejom, ktoré sa 
uplatňujú v dynamike rotorov. Opísali sme rovnice ohybového a torzného kmitania 
nosníkov. Na Lavalovom modeli rotorovej sústavy boli odvodené pohybové rovnice 
kotúča na nehmotnom hriadeli. Ukázali sme si vplyv vonkajšiehoĽ vnútorného tlmenia, 
gyroskopických momentov. 
V druhej časti sme sa zaoberali spracovaním akcelerogramu zo seizmickej 
udalosti. Popísali sme si základné spektrálne charakteristiky ako spektrum odozvy pre 
zrýchlenieĽ rýchlosť a posuv. Spektrum odozvy pre zrýchlenie (spektrálne zrýchlenie 
SA) sme spočítali pomocou troch metód, v literatúre spomínané Duhamelov integrál 
alebo priama integrácia algoritmom Runge-Kutta. Naša metóda spočívala v analytickom 
riešení diferenciálnej rovnice s pravou stranou v tvare Fourierovej rady. Jednotlivé 
metódy sme porovnali z hĐadiska presnosti a časovej náročnosti výpočtu. Ako 
najvhodnejšia sa ukázala metódaĽ ktorá využíva Fourierovu radu. Ćalej bol vytvorený 
graf tripartity spektrálnych veličín a jeho modifikácia pomocou Newmark Hallových 
koeficientov zosilnenia.  
V tretej časti boli vytvorené tri konečnoprvkové modely rôznej úrovne. Bola 
vykonaná modálna analýza bez a s rotáciou. Na základe výsledkov vo forme vlastných 
tvarov, frekvencií a Campbellových diagramov môžeme povedaťĽ že výsledky 
prútových modelov BEAM188+MASS21 a BEAM188+SHELL181 sa veĐmi 
neodlišujú. Výpočtová náročnosť modelu s prvkom SHELL181 je však výrazne väčšia. 
Preto ak výpočtár nemusí analyzovať deformáciu a napätie obežného kolesa (resp. iných 
rotujúcich telies na hriadeli)Ľ je výhodnejšie použiť prvok MASS21. Porovnaním s 3D 
modelomĽ kde sme použili prvok SOLID185Ľ sme zistiliĽ že rotujúce teleso vystužujúce 
určitú časť hriadeĐaĽ môže ovplyvniť vlastné tvary a frekvencie. Tento fakt je dôležité 
brať do úvahy, najmä, ak počítame prechodovú analýzu s použitím metódy modálnej 
superpozície. 
Následne boli modely podrobené prechodovej analýze, kde sme porovnávali tvar 
orbity stredu hriadeĐa pod obežným kolesom a sily v ložiskách. Vyhodnotili smeĽ že 
k vymedzeniu vôle nedôjde a ložiská dané zaťaženie vydržia.  
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Ako výpočtové programy boli použité Wolfram Mathematica 9.0 pri spracovaní 
akcelerogramov, výsledkov prechodovej analýzy. Ćalej ANSYS 13.0 na vytvorenie 
konečnoprvkových modelov a výpočet modálnej a prechodovej analýzy. 
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